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Sur les fonctions sphérigues; par M. F. Caspary.

Dans une leure que M. Hermite a bien voulu m’adresser, I'il-
lustre géométre, en généralisant la formule élégante de M. Bel-
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tram
d_P,_,_ _ n(n+l)(l)

2
(#2—1) dr = an-+1

n+1— Pny )
a établi la relation importante

aP,

(&2 —1) dxv

=APuiv+ APy +... AyPpoy,

et a exprimé, au moyen d'une formule de Jacobi, les coefficients
A, Ay, ..., A, sous la forme d’intégrales définies (').

Je me propose, dans cette Note, de généraliser les formules de
Jacobi, de M. Beltrami et de M. Hermite, de déduire les valeurs
numériques des coefficients A, A,, ..., A, et d’établir, d’'une fagon
tout a fait élémentaire, quelques autres formules qui me paraissent
non sans intérét pour la théorie des fonctions sphériques.

1. Les fonctions sphériques de premiére espéce, que je désigne
par P.(z) ou plus simplement encore par P,, sont les coefficients
de am(r=ru, 2,...) dans la série

-L
(n T=(—2az+a?) 2 =1+aP 4+ 22Py+...+a?P,+....

On tire de cette définition, en différentiant par rapport a o et
az (),
1 JT

(I1) 755y =(@—a)T,
1 oT

(1) T 5% = aT,

ou

JoT
(1 — 227 + a?) el (x—a)T,

(l—zaz'+a’)3—;£=zT.

En égalant dans les deux membres de la premiére formule les
coefficients de a” et, dans les deux membres de la deuxiéme
formule, les coefficients de a”*!, on obtient

(1) (n+1)Ppiy —(2n+1)xPyp+ nPuy=o,

(2) Phyy—22P, 4P, =P,

(') Voir Herite, Sur les polynomes de Legendre (Journal de M. Kro-
necker), t. CVII, p. 8o.
(*) Voir Journal de M. Kronecker, 1. CVIL, p. 137.
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ol
dpP,

p,=2r.

dx

Si l'on différentie la formule (1) par rapport a z, et si 'on éli-
mine successivement P, P/, P/, on trouve

ny " n—1)
3) Pouy —Puy=(2n+10)P,,
(4) Pory — 2P, = (n+1)P,,
(3) P, —P,_,=nP,;

et en différentiant ces formules (v —1) fois par rapport & 2,
on a

(6) P, — Py = (204 1)PY,
(7) P, — 2PY = (n + )Py,
(8) P —PY = (n—v 4 1)PYY,
ol
avp
PY = Txv’i (v=0,10,...,0).

Les formules (7) et (8) fournissent encore les relations
(9) (r—v+nDPH, —(2n+0)2P'+ (n+v)P}L, =o,
(10) Py —2xPY+ PY., = (2v—1)P)Y ",
dont la derniére découle aussi de la formule

1 ovT . . ov—1T
Tioomy = (YT G
qui est elle-méme la conséquence immédiate de la relation

(1v) %{ =1.3.5.7... (2v—r1)avTv+1,

2. D’aprés la formule (II), on a
(@—2) % = (@—apT;

et comme on a aussi identiquement
1
(z—a)l=2—1+ (1—228 +a?) = (F2—1) + T3
on obtient

(w—a)-‘g =(z2—1) T3+ T,
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ou, d’apreés la formule (III),

(z2—1) %; =a(x —a) %'g —aT.
En égalant, dans les deux membres de cette formule, les coeffi-
cients de a”, on trouve
(11) (z2—1)P,, = n(2zP,— P,_)
et, & cause de la formule (1), on en déduit aussi les relations

(12) (22 —1)P), = (n+1)(Pprss— zP,),

n(n-+r)

(13) (z2—1)P), = Py

(Prss—Ppy),

dont la derniére est celle de M. Beltrami.
Sil'on différentie cette formule, on en tire, au moyen de la for-
mule (3), 'équation différentielle bien connue

(1) by PPN

a laquelle on peut aussi donner la forme
(22 —1)Pp+22P,=n(n+1)P,.
Par différentiation, on en tire immédiatement
(22— )PP+ a(n + 1) P P — [n(r+1)—p(p+1)] PP,

et en multipliant par (z*—1)¥, on a
(21— )R+ PP g (4 D22 — EPE = (n — ) (7 + o+ 1)(22— )R PP

ou
2 1 pl+1)
a5y AP ZWEEPTT (o )(n - per 1)@t — e
et, par conséquent, plus généralement,
A\ (22— )prt P
dxi+1
=(n—p)...(n—p+A)(n+p—Nt1) ... (np 1)z — ) PR,
(A=0,1,2,..., 1), (p=0,1,2,...,n—1I).

(16)

La formule (16) donne naissance a beaucoup de relations dont
Je vais établir quelques-unes, savoir la généralisation de I'équation
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différentielle (14), la généralisation de la formule de M. Beltrami
et les deux formules importantes que I'on doit 4 Rodrigues et a
Jacobi.

En effet, si 'on pose dans la formule (16) A +1=p 1=y,
on en tire

—1yVpWv
(17) dv—(x—’a———:)—p—”—):(n—v+l)(n—v+2)...(n+v)P,,,
X

formule qui représente la généralisation de I'équation différen-
tielle (14).

De plus, si 'on pose A+ 1=v —1, p+ 1=y, la formule (16)
prend la forme
dv=1 (22— )P

2 =(n—v+1)...(n—1)(R+2)...(n+v)(22—1)P),

et, d’aprés la formule de M. Beltrami, on obtient la généralisa-
tion suivante de cette relation

a-1(z2—1)VPY  (n—v41)...(n+v)
(18) dzv—1 * = 27+ 1 (Pr+1—Ppny).

Pour déduire de la formule (17) 'expression connue de P,, due
a Rodrigues et a Jacobi, j’y pose v=n. Alors on a

dn(ar— )Py

T =1.2.3....2n.P,.

Or on déduit de P’expression (IV)
P =1.3.5.7...(2n —1);

donc la derniére formule devient

dr(xr—1)n

1.2.3...2n.P,=1.3.5.7...(2n—1) prn

ou
y I dr(z?—r1)n
(19) Py = 2. 1.2.3....0n dzn

Au moyen des valeurs de P} et P,, que je viens d’établir, la
formule (16) fournit enfin, pour p=n—1, A=n—v—1(v<n):

dn—v(zt—i1)n P

T =1.2.3...(n —=v)n+v-+1)...2n(x2—1)VPY



(23)

— 16 —
ou encore
dn—v(xt—1n 1.2....20

1.3.5...(an—1) dzr—v H(n—v+l). (n+v)

(22— 1)V P
ou enfin

d"—"(z’ — 1)
dxnh—v

= an.1.2.3...n(x?2—()VPY,
(20) (2 — )Y dn+v(x2— 1)
(R—v—+1)...(n+V) dxr+v

formule qui est due a Jacobi.

3. En différentiant la formule de M. Beltrami (v — 1) fois par
rapport a z, et ayant égard a la formule (g), on obtient

(2n +1)(22—1)PY

=((n—v+1)(n—v—+2)PVrV— (n+v—1)(n+v)PY),

(21)

Par conséquent, on a, aprés quelques calculs simples,
(x;_l)gp(v)
(n—v+|)(n-—v +2)(n—v+3)(n—v+4) P
(2n+1)(2n+3)
(22) _2(n——v+|)(n—v+z)(n+v—-|)(n+ ')P‘V 2
(2n—1)(2n +3)

(n-i—v——'%)\n—i—v———2)(n+v-——l)(n+ v)
(2n—1)(2n+1)

(V—2)
| gt 2

formule qui se transforme pour v =2 en celle qui finit la Note
de M. Hermite (loc. cit., p. 83).

En multipliant la formule (22) par (22— 1), on en déduit,
au moyen de la formule (21), la suivante

(z2—1 3Py

+ (n—v+1)(n—v+2)(n—v+3)(n—v+4)(n—v+5)(n—v+6)

= =3
- (2n+1)(2an+3)(2n +35) Pu
(n—v+|)(n—v+2)(n——v+3)(n—v+4) (n4+vy—1D(n+v) pu—s
(2n+1)(2n+5) o7 —1 n+1
+3 (n—v+1)(n—v+2) (n+v—3)(n4+v—2)(n+v—1)(Rn+V) piv=3)
(2n+1)(2n+3) an—3
_(ry=5)(n+v—4)(n+n—3)(n+v—2)(n+vy—1)(n+V) py-.
(2n—3)(2n—1)(2n+1) n-3

D’une fagon analogue, en multipliant la formule (23) par (2 — 1),
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on obtient. au moyen de la formule (21). la valeur de (22— 1)* P
et en calculant ainsi, 1)5 P,
(z*—

de

proche en proche, (r?—
P, on est conduil

enfin & la formule générale

apt
((rorprt =

Az plv—h
., 2('"')%)‘1’\",3 n+h—2%1
(24) ? %
 (z=o020 00000 A=1,9..0yv)
ol
)\0'—_—‘-1,
N Ak —n)
= A
1.9
Mh—1) (/\--7-—1)
Ay, =
1.2, .%
hy=1:
et on
Yo _ (R—yv+1)(n—v+2)...(n—v+2))
[\_n‘"lﬁ T " g 3
’ (2n—+1)(2n+3)... (20 + 2N —1)
(n—v -1 n—v—+2k—2)(n+v—1)(n-+
2;,1‘_‘[2(11—4-)\)——3], dnal LTSS + ) (n+ X +')
')n—q—l)un-‘—B) (2n—+2k—1) 2n —1
.......................................... e e
3 L— =+ 1 n—v-+2A—ax
APY = [o(n 4k —az) +1] tn—v+10...( ’ < a%)
v (2n+1)(2n+3).. (242" —2%+1)
(n+v—2%x—+1)...(n+v)
S (on—o%+1)...(2n—1)
........ B I T T T I R I T I IR PP PPN
W (ngv—ad+(n+v—2k+2)...(n+v)
" T

(an-+1)2n—2k+3)(2n—2A+5)...(an—1)

Dans le cas particulier ot A =v, les numérateurs des cocffi-
cients A% 9 ARl ..., A} deviennent égaux entre eux et obtien-
nent la valeur commune

N=(n—v+1)(n—v+2)...(n+V);

par conséuent, on tire de la formule (24) la relation duea M. Her-
mite

(23) (#=0,1,2,...,v),

1) 1)5}):2(_”* v AxPriv_ax
%

XiXx.



et 'on trouve pour les coefficients A, les valeurs suivantes

N
Ao= " E)
(2n—+1)(2n4+3)...(2n 4+ 2v—1)
A= N(2n+2v—3) 1
T len+n@r+3)..(2n+2v—1) (2 —1)
\. — N(2n 42y — 4z +1) 1
= (2n+1)(2n+3)...(2n+29v—2%+1) (2n—2%—+1)...(2n—1)
Ay= !

= (2n+1) (200 —2v+3)(2n —2v+5)...(2n ~~»-|)'

4. Les fonctions sphériques de seconde espéce Qg (x) sont dé-
tinies, d’aprés M. I'. Neumann, par I'intégrale

1 Py(x)de
Q) = b e Aadad (s=0,1,2,...).
2 - ) l/[l y —:r ’

Au moyen de cette expression et en ayant égard aux formules (1),
(13), (3), (12), on reconnait aisément (') que les relations (1),
(3), (12) ne changent pas, si on y remplace P, (z) par Q,(y).
Or les relations (1), (3), (12) entrainent les autres; par consé-
quent : Toutes les formules établies dans cette Note subsistent
encore si l'on remplace les fonctions sphériques de premiére
espéce Pp(x) par les fonctions sphériques de seconde espéce

Qu(y)-

(') Toir ma Note citée, p. 139.



