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Détermination directe clé iIntégrale

f(cosms')P(cosm1' x)P'.. .(sifiny^Çsïnn'.v)^'.. .dx\

par M. G.-A. LAISANT.

Au dernier Congrès (1889) de l'Association française pour
l'avancement des Sciences, j^ai communiqué une Note dans la-
quelle se trouve directement déterminée l'intégrale

fcoîsPx sin7.r dx,
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sans avoir recours à l'abaissement successif des degrés p et y.
Il est possible de généraliser beaucoup plus la méthode indi-

quée, et de l'appliquer à la détermination de l'intégrale

f(cosmx)P(cosmry )P'.. .(s'inn^Çsmn'x)^'... dx,

les nombres m, m\ . . . , /? , / / , . . . , n, n\ ..., y, </, ... étant sup-
posés entiers et positifs.

Soient
mp -+- m'p'-}-...-(- nq -}- n'q1-4-... == M,

P^~ ?'+...-[- q 4- ( f ' -4-...= P,

y+ ^-t-...==Q.

Posons £2>r= 5. En remplaçant les cosinus et les sinus par leurs
valeurs sous forme exponentielle, en vertu des formules connues

£"4-£~" . £^—£-^
cos«== ——^——, smu •===. ——.—y on aura, pour la fonction F(.r)

qui figure sous le signe /,

^^^.(^w+I)^(5 /"'4-l)/ /...(^^-Iy/(^'--I)7\...
Soit

( (^H + I)^( ̂ "'4- !)/''. . . ( ^ — i y / ( z n ' — i)7-. . .

( = Ao^^'-l- Ai^1-1^-. . .-h A M - I S -+- A M .

Les coefficients Ao, A^, ..., A^ de ce développement fini seront
par conséquent déterminés uniquement par des multiplications
algébriques.

Si Q est pair, il est très aisé de reconnaître qu'on a Ao = AM,
A< =A,i_i, ....

Si Q est impair, on a Ao == — A^, A< === — Ay^i, . . . .
Si M est pair, il j aura, dans le développement, un terme cen-

tral ; mais le coefficient A^( de ce terme s'annule pour Q impair,
T

puisqu'il faut qu'on ait A», = = — A ^ .
T ~î

Si M est impair, il n'y aura pas de terme central.
Cela posé, nous considérerons les quatre cas su ivants :

1 . Q pair, M pair ;

3. Q pair, M impair ;
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3. Q impair, M pair ;

4. Q impair, M impair.

Et nous aurons, respectivement, en rétablissant maintenant e2^
à la place de z,

1. F(^)== ———ï-^——(Ao(ÊÎM•r-^-I)-^-Al[£(2M-2)^^s2.r^.^A^IeM^j
2P(-l)2£M.ri ^ }

== ——————Q ['AO cosMa? -h A, cos(M — i)x -(-...
2P-l(_l)?L

4-A^ cos2a?4-A^l.
Y"'1 T|

2. F(rr)=———L^——(Ao(£«M^^ ,) ̂  A, [£(2M-2)a.+,2^ ̂ ,. ̂
2P(~l) '2£M^(

+AM_J£(M+I) .X' - I -£(M-I)^^
~^~ (

= ——————Q rAo cosM.r-t-Ai cos(M— ï )x -+-...
2P-1(-1)TL

4-AM^3cos3a?+Ay_^os.ï-"].
~2~ ~i- J

3- F(a?) == ÏPT^n. (Ao(£2M^- I) -+- A, [£(2M-^._ ,2..] ^_. . ,

+AM [£(M+2)a-__^M-2)xj ï

== ~~————Q—i rAo sinMa?-+-Ai sin(M—2).y-4-...
2P-l(-j)-T-L

4-Ay sinaa?"].

4' F(a?) == ̂ ÏÏiMÏ (Ao(6'M.r_ |) ̂  AI [£«M-1)^ ,2.r] ̂ .. . .

-4-A^(_t[e<M+l)• ; l•--£CM-*)»n
~^" (

=:= ——————QrrrAosinM.r+Ai sin(M — 2).y •+-...
2P~1(~-,)-T-L

-+- AM_3sm3a*,4- AM_iSina?1.
'"i" "2- J

L'intégration 1 =fV(x)dx peut donc se faire immédiatement,
grâce à cette décomposition, et nous donne, dans les quatre cas
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considérés,

II = ——————y 1 .-sinM.r 4- xj -!.. sin(M — î)x...
2P-l(—l)Tl-

Aw-! 1
-h —2——sin'2.» -4- AM^ 1 -+- c,

2 T J

12 = ——————U | "M slnM•y "̂  M^" sin(M ~~ 2)•y 4"* • •
2P-i(—i)"îL

ÂM-3 "1

+ —— Sïn3x 4- AM—I sina* | -t- c,
5 "̂ ~ J

13 == ————î—U±] ^^COSM^+M~J"icos(M~"2)a74"•••
.2P-l(-i) 2 L

Aï- 1
-+- —————COS2.T 1 4-C,

Ï4 = — — — — — — Q ^ i -^ COSM.27 + jjj-̂  COS(M - 1)X + . . .

2P-l(—l) 2 L

Aw__3 -1

•+- —,2— cos3a*+ ÂM-iCOsa" | -hc.
3 '"•"3— 1

Au moyen de ces formules, on peut donc écrire immédiatement
l'intégrale, après avoir préalablement effectué le développement
(Ç) ci-dessus, qui donne les coefficients Ao, A,, ....

On aurait très aisément, par les transformations habituelles,
des formules analogues répondant aux fonctions hyperboliques
ChetSh.


