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Détermination directe de Ucntégrale
S(cosmaz)P(cosm'z) ...(sinnz)i(sinn'z)...dz;
par M. C.-A. Laisant.
Au dernier Congrés (1889) de I’Association francaise pour

I'avancement des Sciences, j'ai communiqué une Note dans la-
quelle se trouve directement déterminée l'intégrale

JcosPxsinix dr,



—9—
sans avoir recours a l'abaissement successif des degrés p et g¢.

Il est possible de généraliser beaucoup plus la méthode indi-
quée, et de 'appliquer a la détermination de 'intégrale

S(cosmz)P(cosm'z)r'.. . (sinnz)?(sinn'z)7...dz,

les nombres m, m/, ..., p, p', ..., n, 0y ..., ¢, ¢', ... étant sup=
posés entiers et positifs.
Soient
mp+m'p'+...+nqg+n'qg'+...=M,
p+ pH...+ g+ g+...=P,
g+ q'+...=Q.

Posons ¢**= 3. En remplacant les cosinus et les sinus par leurs

valeurs sous forme exponentielle, en vertu des formules connues
w_y e—u gl — g—u

gl - . .
Cosu = —_— sinu = ——— on aura, pour la fonction F(x)

qui figure sous le signe f,

I S, . ,
m(l"'—i—l)”(f»"' 4+ (3 —0)("— )T . ...
2P {Q¢
Soit
(zm+=1)P (3" ). (3N — )7 (3" —1)T ...
=AgaM 4+ Ay -1 - Ay_15+ Ay.

(%)

Les coefficients Ay, A}, ..., Ay de ce développement fini seront
par conséquent déterminés uniquement par des multiplications
algébriques.

Si Q est pair, il est trés aisé de reconnaitre qu’on a Ay = Ay,
A=A _,....

Si Q estimpair,ona Ag=—Ay, Ay =—Ay_,,....

Si M est pair, il y aura, dans le développement, un terme cen-

tral ; mais le coefficient Ay de ce terme s’annule pour Q impair,
2

puisqu’il faut qu'on ait Ay =—A,.
7 2

Si M est impair, il n’y aura pas de terme central.
Cela posé, nous considérerons les quatre cas suivants :

1. Q pair, M pair;
2. Q pair, M impair ;
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3. Q impair, M pair;

4. Q impair, M impair.

Et nous aurons, respectivement, en rétablissant maintenant &2

a la place de z,

1

1. F(z)= —7G— ,Ao(s"’1+1)+A,[s“"—’)r+a’*‘]—i-...+ Ansﬂrz
2P(— )t Mt E
= ——;—6 [Ao cosMz + Ajcos(M —2)z +...
2p—1(_,)?
+ Ay cos2x + AM].
77! T
2. F(z)= - $A0(5=Mr+x)+A,[suu—w_;-szx]+...
2?(__‘)-2-EMJ.‘
<+ Au_l[s(!l+l)r+ E(M—I)x]g
=
= ———,———(—1[AocosM:v+A,cos(M—2)x+...
2P—~1(—1)2
+AM_3cos3x+Au_,cosw].
B 2
3. F(z)= ?i(llegA”(emr“')"' Ag[e2M—nr_ g2z,

+ Ay [+ e(l—!)x]}
31

= ——L—r—? [AosinMx+ Aysin(M—2)z +...
oP—1(—j) T .
+ Ay 1sin2x].
LS

i, F(z)= myi—ésﬁk:A,(s’"r— 1)+ Ay [c0M-0r _aw] 4, .

-+ AI_I[E(I+1)1-,_ E(Il-l)‘t]z

B

= __‘.T[A,. sinMz + Ay sin(M — 2)z +...
2P—1(—y) 3

“+ Ay _,sin3z + AM_,sinz] .
N N

L’intégration I = f F(z)dz peut donc se faire immédiatement,
grice a cette décomposition, et nous donne, dans les quatre cas
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considérés,
1 A, . A .
I, = ————g[ﬁsme—ﬁ— M_izsln(l\l—z)x...
2P—1(—1)2
AE—|
4+ —2 _sinez + Ay +c,
2 T
_ 1 Ao N Al .
I, = ———g[ﬁsmMz+ M_zsln(M—z)z'+...
2P—1(— )2
Au—s
-+ 3’ sin3z = An—y sinz | + ¢,
2
I = —__'-—ﬁ[%[ﬁcosMx+ MA__'_zcos(M—z)z +...
2P—1(—q) T

Ay ,
+ 72 cos2z | +c,

I, = ’—"'TI] [%ll’cosMx+ M{izcos(M—-z)x +.ae
oP—1(—gq) 2

Ay_3
-+ 32 cos3x + Ay_jcosx | +c.
3

Au moyen de ces formules, on peut donc écrire immédiatement
I'intégrale, aprés avoir préalablement effectué le développement
(%) ci-dessus, qui donne les coefficients A,, Ay, ..

On ‘aurait trés aisément, par les transformations habituelles,
des formules analogues répondant aux fonctions hyperboliques

Ch et Sh.



