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Sur les involutions d’espéce quelconque;
q
par M. Max Genty.

1. M. Guccia définit, dans ses Lecons de Géométrie supé-
rieure, les involutions de degré n et d’espéce k. Une pareille in-
volution, qu’il désigne par le symbole If, est unc série linéaire &
fois indéterminée de groupes de n points pris sur nune droite ou
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sur une courbe unicursale donnée; c’est-a-dire, telle que & points
arbitraires de la droite ou de la courbe déterminent un groupe
unique de n points appartenant 4 I'involution. -

Analytiquement, une équation de la forme

MU +2Us+.oo 4+ Mg Ugry =0,

dans laquelle les A; sont des paramétres arbitraires, et les U; des
polyndémes de degré n par rapport a la variable ¢, au moyen de la-
quelle peuvent s’exprimer rationnellement les coordonnées de la
courbe unicursale donnée, représente une involution de degré r et
d’espéce k. Cette définition de l'involution IX n’est autre que la
traduction analytique de la définition géométrique donnée primi-
tivement.

2. De la définition précédente, nous déduisons immédiatement
qu’il existe une infinité de groupes d’une involution ],’2 possédant

en un point donné un point multiple d’ordre A'<C k. De plus,
K=k

tous ces groupes appartiennent évidemment 4 une involution I;~}

qui est dite adjointe au point multiple donné.

En particulier, un point donné considéré comme point multiple
d’ordre 4 détermine un groupe unique de I'involution I%. Nous
voyons, d’aprés cela, qu’il doit exister un nombre fini de groupes
d’une involution lfl possédant un point multiple d’ordre &+ 1.

Nous allons rechercher ce nombre, que nous désignerons par u¥.

3. Nous emploierons dans ce but une démonstration plus courte
que celle de M. Guccia. Le seul lemme analytique auquel nous
aurons recours, et qui nous servira pour toutes les démonstrations
qui suivent, est le principe de correspondance de Chasles que nous
énoncons une fois pour toutes :

Si deuz séries de points X et Y se correspondent algébrique-
ment, de telle sorte qu’a un point X correspondent 8 points Y
et a un point Y, a points X, le nombre des coincidences des
points X et Y sera « + f.

Soit A un point donné de la courbe unicursale. Ce point consi-
déré comme point multiple d’ordre & détermine un groupe unique
de Pinvolution I% et, par conséquent, n — k points M différents
de A et appartenant a ce groupe. Il s’agit de déterminer, quand A
parcourt la courbe donnée, le nombre des coincidences du point A
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avec un des points M. Un des points M étant donné, les groupes
de I'involution contenant ce point appartiennent i une involution
%! possédant u/~! points multiples d’ordre &. Les points A et M
se correspondent donc algébriquement entre eux, de telle fagon
qu’a un point A correspondent n — k points M, et 4 un point M,
uf~! points A.

Donc, d’aprés le principe de correspondance de Chasles, le
nombre des coincidences du point A avec un des points M est
ub ! +n—k.

Nous avons donc I'équation de récurrence

uk =ukzl+n—+%

qui, au moyen de I’équation initiale évidente

ug—k: n— kr
nous donne
uk = (k+1)(n—k).

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tatorime I. — Dans une involution de degré n et d’espéce k,
il existe (k +1) (n — k) groupes possédant un point multiple
d’ordrek + 1.

4. Nous allons maintenant démontrer que, si 22 2k, il existe un
nombre fini de groupes d’une involution I* possédant & points
doubles et nous allons rechercher ce nombre que nous désignerons
par ¢%. Soit A un point donné; les groupes de I'involution conte-
nant ce point appartiennent a une involution I7!. Il existe of!
groupes de cette derniére involution possédant k— 1 points
doubles. En dehors de ces points doubles et du point A, tous ces
groupes déterminent v,’,‘:: n— 2k + 1) points M correspondants
a A, et il s’agit de déterminer le nombre des coincidences du point
A avec un des points M. Or, rien ne différenciant le point A des
points M, & un point M correspondent également ¢ £~} (n— 2k +1)

points A. Donc le nombre des coincidences est
20521 (n— 2k +1).

Chacune de ces coincidences fournit un groupe de l'involution
I% possédant k points doubles.

Mais on voit facilement que nous obtiendrons & fois le méme
groupe cn faisant coincider successivement le point A avec chacun
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des £ points doubles. Nous avons donc, en définitive, 1'équation
de récurrence suivante

2
ok = 7 vEl(n— 2k +1),
qui, avec P'équation initiale

Vrtz—lr+1 =2(n— k)’

donne
ok — 2k(n —k)!
T kN (n—2k)!
Nous avons donc 1’énoncé suivant :
Trtorkme II. — Dans toute involution de degré n et d’es-
\ LS . . 28(n — k)! .
peéce k, st n22k, il emstel—(T(n—_zk—)—, groupes de cette in-

volution possédant k points doubles.

Ce théoréme a été démontré par M. Emil Weyr, et M. Guccia
I’énonce sans en donner de démonstration.

5. Nousallons continuer dans le méme ordre d’idées et démontrer
qu'il existe un nombre fini de groupes d’une involution I¥ possé-
dant deux points multiples d’ordres respectivement égaux a &'+ 1
et k — k' + 1, k' étant un nombre quelconque plus petit que £.

Appelons X le nombre cherché; les groupes de I% ayant en un
point donné A un point multiple d’ordre A’ appartiennent a une
involution 14* 11 existe (k — kK'+1) (n — k) groupes de cette
involution possédant un point multiple d'ordre & — &'+ 1. En
dehors de ces points multiples et du point A, tous ces groupes dé-
terminent donc (kK — k' +1) (n — k) (n— k —1) points M qui
correspondent au point A. Il s’agit de déterminer le nombre
des coincidences du point A avec les points M. Orle point M étant
donné, les groupes de I# contenant ce point appartiennent a une
involution I*~!, et il existe un nombre X, de groupes de cette in-
volution possédant deux points multiples d’ordres respectivement
égaux A k' et k — k' +1.

Donc, d’aprés le principe de correspondance de Chasles, nous
avons

X, =(n—k) (n—k—1) (k—K +1) + X,.
Nous obtiendrons, par des raisonnements analogues,

Xo=(n—k)(n—k—1) (k—K+1)+X,,
k-2

X, étant le nombre des groupes d’une involution 772 possédant
3 k<) n—2
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deux points multiples d’ordres &' —1 et k — &'+ 1. Nous arrive-
rons successivement ainsi & 'équation finale
Xppm=(n—k) (n—k—1) (k— K +1),
car X,.,, n’est autre que le nombre des combinaisons des groupes
d’une involution possédant un point simple et un point multiple
d’ordre £ — k' + 1. Nous déduirons donc, par addition des équa-
tions précédentes,
Xy=K+1)(k—k+1)(n—=k)(n—k—1).
Nous avons, par suite, cette proposition :

Tutorime III. — Dans une involution de degré n et d’espéce k,
tlexiste (K'+1)(k—K+1)(n—k)(n—k—1) groupes possédant
deux points multiples d’ordres respectivement égauz & k' + 1
etk— Kk +1.

6. Sinous appliquons le théoréme 1 & I'involution particuliére
I"~', nous en déduisons qu’une pareille involution a n points
multiples d’ovrdre n. Représentons par &, ty, ..., £, les n va-
leurs du paramétre ¢ qui correspondent aux n points de I'involu-
tion I7', et désignons, pour abréger, par [¢]7, [£]**, [¢]*~2, ...
la somme des produits nda n,n —1an—i1,n—2an—a2, ...
de ces r quantités ¢;. On voit facilement que I'involution I,™* pourra
éire représentée par une équation de la forme
(1) Ao[t]7+ Ag[£]r—t ...+ Apy[t] + A, = 0.

Les valeurs de ¢ qui correspondent aux r points.multiples s’ob-
tiendront en faisant, dans I’équation (1),

L=l=...=1l,=23.

Ces n valeurs de ¢ sont donc les racines de 'équation
(2) Agzn+ ClAjzn1+ .+ Ci 1A, 13+ A, =0,

Ci représentant le nombre des combinaisons de n objets 7 & i.
Soient z,, 5, ..., %, les racines de I’équation (2); en prenant
pour les quantités z;les mémes notations que pour les quantités ¢;,
nous tirons de I’équation précédente

Ao[z]' =—ClA,,

Ao[z], = C?,l\g,

e, ,

Ao[z] 1= (—1)"1C 1 Apey,

z\u[Z]" = (——I)"An.
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Remplagons, dans le premier membre de I'équation (1), les
quantités [¢]? par les [ 5] correspondants; nous obtenons, au fac-
teur A, prés,

Aol(= 1) AgAp+(— 1) 1CEAL Ay + ... — CLA; Apy+ AgA,].

Cette expression s’annule identiquement dans le cas ou n est im-
pair; nous obtenons donc le théoréme suivant :

Tutorime IV. — Toute involution d’ordre n et d’espéce
n —1 présente n points multiples d’ordre n. Dans le cas o
n est impair, ces points multiples appartiennent & un méme
groupe de Uinvolution.

M. Appell a démontré ce théoréme dansle cas de n =3 et il I'a
appliqué fort élégamment a la recherche des propriétés polaires
des cubiques gauches. On congoit que le théoréme IV puisse con-
duire 4 un grand nombre de propriétés géométriques.

Prenons, par exemple, une conique T' et un point A de cette
courbe. Tous les cercles passant par ce point ont, en commun
avec I, trois points M, autres que A, formant évidemment une in-
volution I3. Appliquons & cette involution le théoréme IV; nous
en déduisons la propriété suivante qui est bien connue :

Par un point Ad’une coniqueT, on peut mener a cetie courbe
trois cercles osculateurs dont les points de contact My, My, M,
sont différents de A. Ces trois points sont situés avec le point A
sur un méme cercle.

7. Les théorémes que nous venons de démontrer dans les para-
graphes précédents permettent de déterminer immédiatement le
nombre des surfaces algébriques de degré donné soumises a des
conditions déterminées et ayant, avec une courbe gauche unicur-
sale donnée, un contact d’ordre supérieur..

Soit une courbe gauche unicursale de C, de degré . Le théo-
réme I nous donne les nombres suivants :

Y

Nombre de plans tangents menés & C, par une droite don-
née D :

2(n—i).

Si la droite D a 7 points communs avec C,,, le nombre précédent
doit étre diminué de 2r.
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Nombre de plans osculateurs menés & C,, par un point donné P :
3(n—2).

Si le point P est un point multiple d’ordre r de la courbe C,, le
nombre précédent doit étre diminué de 3.

Nombre de plans surosculateurs a la courbe C, :
4(n—3).

Nombre de sphéres osculatrices a C, et passant par un point

donné P :
4(2n—3).

Si le point P est un point multiple d’ordre r de C,, le nombre
précédent doit étre diminué de 47.

Nombre de sphéres surosculatrices a G, :
5(2n — §).

Le théoréme II nous conduira également, et avec autant de faci-
lité, aux nombres suivants :

Nombre de plans tritangents & une courbe C,, :
$(n—3) (n—4§) (n—5).
Nombre de sphéres quadritangentes a C,, :
$(2n—4) (2n—5) 2n—6) (2n — 7).

Enfin, le théoréme III nous conduira, de la méme facon, aux
nombres suivants :

Nombre de plans a la fois osculateurs et tangents a C, :
6(n—3)(n—4).
Nombre de sphéres a la fois osculatrices et tangentes a C, :
8(2rn—4) (2n—5).

Nous arrétons cette énumération un peu longue, en faisant remar-
quer avec quelle facilité la méthode que nous venons de donner
permet d’arriver & la détermination de ces nombres.




