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Détermination de l'élément linéaire des surfaces spirales
à lignes d^ égale courbure parallèles ; par M. L. RAFFY.

1. L'élément linéaire d'une spirale étant réductible à la forme

(0 ds^ = (d^-r d^) eP-^'AW^,

il faut d'abord déterminer la fonction A de manière que les lignes
d'égale courbure (RiR_>=-r const.) soient parallèles.
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La courbure totale, égalée à une fonction d'un nouveau para-
mètre u\ nous donne

(•2) A^-P-.^a==<î-lV^,

relation qui revient à celle-ci

? = Uo(U) -+- logA'-- Ç^dy..

Dès lors réiément linéaire, exprimé en u et a, prend la forme

^î===A'Uo2eu•^2+2A^Ay—A)LToel )orfM^a+A /^^^~A)2+I^ eïWa2.

En vertu de l'identité générale

E G — F2 i
Edu^-^ïFdudi-{-Gd^== ————— du> -+- -(F(/M4-G^a)2,(j v

nous pourrons l'écrire comme suit :

I , , Uo2^^
^== i r / A - ,y 1

A-Kr-^^J<3) (^'-A)' r ^-A)'+• T
+epoA^ ,,/ ^^-^ A- / ^ î

(T'-^^^ A-'--^ J

et la surface sera rapportée aux lignes d'égale courbure u = const.
et à leurs trajectoires orthogonales. Ces trajectoires étant, par
hypothèse, des géodésiques, la fonction Uo doit pouvoir être
choisie de façon que le coefficient de du2 se réduise à l'unité.
D'où ces deux conditions

(4) Ug2 ^0=== const. = im,

(5) M^-^1]^0"81- : 2 m.

La première donne immédiatement

La seconde peut, comme je Fai montré antérieurement (Bull.
de la Soc. mathém. de FrancCy t. XIX, p. 65) s'intégrer par
quadrature. Si l'on tient compte de l'une et de l'autre, l'élément
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linéaire devient

<•)- rf^= d^- ^(.mA-,) (ûf" + "'^-Y-
\ " / imA'—I/

Effectuons le changement de variable

du mA'da -, , , ,
^.6) —— -r- _ = \o(^ ;

M \/ '2 771 A — l

quelle que soit la fonction Vo, les courbes v == const. seront les
trajectoires orthogonales des lignes d'égale courbure u == const.
Mais si l'on prend Vo^ == i, Inéquation précédente donne

r k'dy. , v
m I , — == log -,

J /•2/nA'—i ^

ce qui montre que a est une fonction du rapport u : <\ Par suite,
l'élément linéaire prend la forme

ds^ch^-'r- ^ fi11}^'.v'i J \ v )

d*où cette conclusioji : yuand une spirale à lignes d'égale cour-
bure parallèles est rapportée à ces lignes u === const. et au.r
géodésiques orthogonales v == const., on peut toujours faire en
sorte que son élément linéaire soit une/onction homogène de
u et de v.

2. Cela posé, rappelons que, quand on rapporte une surface à
ses lignes d^égale courbure, supposées parallèles, et à leurs tra-
jectoires orthogonales, l'élément linéaire prend la forme

( e ) ds^ == du"- -r- W ̂ 'T^2 dvî •

en appelant U une fonction de u, V sa dérivée, V et W deux
fonctions de v. Nous allons, en vertu de ce qui précède, pouvoir
déterminer ces trois fondions de manière que le coefficient de dv2

soit une fonction homogène et de degré zéro de // et de c. Nous
aurons ainsi toutes les formes possibles de l'élément linéaire des
spirales à lignes d'égale courbure parallèles.

Proposons-nous donc de satisfaire à l'équation

à [- ( C — V ) 2 - ! à V... ( L—V^ - l,/ — ^ v- ———— -_ c — \V :- — —-- — o,
rht | \ [ <)<• | ï |



— 2;> —

qui, développée et divisée par W; U7, peut s^écrire

, , /\Yv Vu\ /,. -, _ _
(;) (~W'~~ - ç j 7 - ^ ( U — — V ) - + - - 2 U ' a - 2 V ^ = 0 .

Égalons à zéro la dérivée seconde du premier membre, prise
par rapport à u et à v\ il vient

"•m'̂ y-
L/hjpothèse particulière ' \ ' = o donne des spirales applicables

sur des surfaces de révolution. Elle entraîne

-^==const.=-^, W= ̂ .

Si, dans l'équation (^), nous faisons V===o, et, ce qui est
permis, V = o, en même temps que W::::^"", nous obtenons
une relation qui revient à

d , U2 n
du^W^u'

On en déduit par une intégration immédiate réiément linéaire

11n

ds^ = du2 + — dv2,
yft

qui confient à toutes les spirales applicables sur clés surfaces
de révolution. En eflel, la condition V ••==. const. est nécessaire
pour que Félément linéaire (e) convienne à des surfaces de révo-
lution, où les trajectoires des lignes d^égale courbure sont les mé-
ridiens.

3. Supposons maintenant V'^o. L'équation (8) peut s^écrire

j _ /w^y__ i /u^y __
V{~W) ~~ v't\'~U^) ~== const. =— am ;

d^où l'on déduit, en intégrant,

/ \ vfra r wr<1 A 7(9) -gr=2mL—rt, -^=:—'2m\——h.

Ces valeurs, substituées dans l'équation (^), donnent

— '2 m ( U2 — V'2} -4- ( a ~ h )( U — \' ) -r- ?. ÎJ ' H — •î V c = o.
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ce qui exige qu'on ait séparément

2wU1— (a— b)U— -i\]'u == const. ==— '2/1,
2wV2—(a — &)V — aVp = const. =—2/1.

Mais la première de ces relations, différentiéc et rapprochée
de la première des formules (9), entraîne a -\- b === 2, ce qui con-
duit à poser a=\—ac, b= 14-20; alors les trois fonctions
inconnues U, V, W sont déterminées par les équations

____\V_____^ V _ i
7?i U2-^- ac U -+- A ~~ M ' m V1 •+- '20 V -f- A "~ ~v ^

W %mV-+-2C-+-1_— + ———————— == o.W P

Les deux premières étant les mêmes, il suffit d'intégrer

___dy dx
iny1 -h i cy -4- h x

11 convient de distinguer trois cas principaux, suivant que le
trinôme dénominateur est du second degré, s'abaisse au premier
ou se réduit à une constante.

4. PREMIEA CAS : m 7^ o. — Nous pouvons remplacer c par
mCy h par mh, et prendre

dy dx W 2/n(V-i-c)-h i
———J-——- == m — » ÎÎT -+- —-———-—— = °*y^-^-ifiy -+• h x W P

1° Si les racines du trinôme en y sont distinctes, nous aurons

dy _ dx W m(2V4-g-t-P)-+- i _
Cr-^Kr-t-?)-^ ^ w " ^ ï ' - o î

intégrant et désignant par A, B, C trois constantes arbitraires, il
vient

^-^rdS^ v==-a^,~flB^-^;

W^^ ̂ --3) I•4-B^;-P; = o, W. = C.-^a-p) [. ̂  B^(a-?^ ;
W v v i—Bp^01-^ L J

[ ^«~P ^tt-Pli^^^^^^ A^) î -B^y1 î ^;Aw ^ \ ^ / \uJ J
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ce qui peut encore s1 écrire

(.0) ^^^[A.fy+B.^)'']1^,

avec trois nouvelles arbitraires A < , B( et n.
2° Si les racines du trinôme en y sont égales, on a

^-^iop^ ^-^i^Jî^

^^.loTa^0- Wp=C(logB^);

^==^+Cm^(log^y^;

ce qui peut encore s'écrire

(ii) ds^=di^ -4- ^Ailog"4-Biy^2.

SECOND CAS : 771 ==o, c^éo. — Remplaçons h par acA; il
viendra

</y ^ \\' 2 c -+- »—^-— == «2 c — » — -+- ——— = o ;
y -+• h x W v

d'où, en intégrant et désignant par A, B, C trois arbitraires,

U = - - A + A M Î S V==--A-4-B(^, W^CP-^-*;

-'•-'"-.- ï̂̂  (;•)•--a)']*-.
Cet élément linéaire rentre dans le type (10).

ÏKOISIEME CAS : m == o, c == o. — On a simplement

, . dx W id y = h - ï ï w^^0-
L'intégration donne, avec trois constantes arbitraires,

U=IogAi^ , V==logB(^, W P = C ;

^=^^^(iog^y^.
Cet élément linéaire rentre dans le type (i i).

<^. En conséquence, tout élément linéaire de spirale à lignes
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d'égale courbure parallèles^ quand on rapporte la surface a
ces lignes et aux géodésie/lies orthogonales, prend Fune des
deux formes

^=^-+-"fA("y^B^VT^,v \ \ ^ / \^/ j
ds1 =-. du^-r- H (\ log ^-4- îîYd^.

Ces deux types, dont le second peut être considéré comme une
dégénérescence du premier, contiennent la solution complète du
problème que nous nous étions proposé. Il suffit de supposer dans
le premier AB == o pour retrouver l'élément linéaire primitive-
ment obtenu, qui convient à la fois à des spirales et à des surfaces
de révolution.

6. On peut arriver aux résultats qui précèdent en continuant
les transformalions commencées au n° 1. A cet efÏet, reprenons
l'élément linéaire (i/, qui peut s'écrire

ds-"- == ^2 __ ^•2 V^ ( 9./ /(A'— l K/C2,

moyennant le changement de variable

/^ rn \'cly. du
W - — = = V o ( r ) ^ — — ,

/ •ÀmA'—i it

où A désigne la fonction de a définie par la relation (5).
Si nous représentons par dr le second membre de l'équation (6),

A sera une fonction de /• et nous pourrons poser

(^ ^-A=K( / - ) .

Mais, en vertu de l'équation (5), il vient

R2 --= •2.m\!— i, A' -- '̂t-!-,
'À m

d'où, substituant dans la relation (6\

(6V R l r ^ = ^ .
'2 t\

Or, en prenant la différentielle logarithmique de A/, non».
trouvons

î̂ -.^-
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ce qui , en tenant compte de (^V, revient à

(.3) ^=K';

d'où, par comparaison avec (12),

(14) A = = i r — R .

Différentions encore, en avant égard à Inéquation (6)'; nous arri-
vons facilement à la relation

(15) / ^ ( i r — m - R ^ o .

C'est une équation linéaire du second ordre, à coefficients
constants, dont l'intégration donne R. Une fois cette fonction
connue, l'élément linéaire, qui peut s'écrire

cî^ == du2 + M2 VU R2^s,

ne dépend plus que de la fonction Vo. Nous allons déterminer cette
fonction de manière que le coefficient de dv2 soil une fonction
homogène et de degré zéro de u et de v.

Ce coefficient étant égal à u'l\î^1m\!—i), nous devons satis-
faire à l 'identité

uà[l^\Ï('im\'— ï ) ] — v à- [MîVS^/nA'—i) ] ==o.

Mais de l'équation (6), qui définit a comme fonction de u et
de c, nous tirons

m A' à a i m A' av. __ ,,

^imX^î àu u v/amA'—i àv

Si l'on substitue ces expressions des dérivées de a dans l'iden-
tité proposée, il vient, tous calculs faits,

A"
V/2mA' - i (Vo^y+^7 Vo(VoP—i )=o .

7. Cette équation admet, quelle que soit la fonction A, la solu-
tion évidente Vo^ == i , que nous avons déjà rencontrée. Elle n'en
peut d'ailleurs admettre d'autres que celles-ci

...rLlï°̂ -. - A/__
\ o ( V o i ' — i ) AV'2 / / /A '—i

= const. = //
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Cherchons avant tout à déterminer la fonction Vo ; nous avons

(Vo^y n -+-1
V o P ( V o P - I ) + — — = o ï

d'où, intégrant et résolvant,

(16) ^ç^r-A- (A==const.).

L'équation (6) donne alors

/ /. ^i
(17) r== Vo^—logM==log^(^-n__^) ,T-Ti^ (À-== const.).

Quant à la fonction R, nous l'obtiendrons en rapprochant les
deux équations que doit vérifier la fonction A, savoir l'équation (5)
et celle qui vient d'être obtenue

,_____ ^» t r /
/ 2 m A ' ~ i = . ~ A , - = 7 1 4 - » .A Ay^/nA'—t

En multipliant membre à membre, on trouve

08) ^ (^ -_A)=A=, .R ,

à cause de l'équation (la). Mais en vertu de l'équation ( i3) , ceci
peut encore s'écrire

R ' - ^ R = R , l?^^

d'où, en intégrant et désignant par g une constante arbitraire^

R — jV(»(n+i)r

D'après l'expression (17), trouvée pour /', nous aurons

oW-t-l _ />R=^-n v————n.
" M^4-1 î

d'où, substituant R et Vo dans l'élément linéaire et désignant
par G une constante arbitraire,

(eV ^=^4-C^)2^.
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On voit que cet élément linéaire convient à des surfaces de ré-

volution en même temps qu'à des spirales. La fonction A doit
satisfaire aux deux équations

(18) /^-( / i+OAA'^o,

(^-A)-,-A ) = îmA'—i,

dont la combinaison donne successivement

n^^mA.'—i) —A 2 = o, mn1^ — AA'== o,

en sorte que m doit être égal à l'inverse de n(n 4- i). Dès lors les
deux équations (3) et (18) se réduisent à une seule

7lA f f-(/l-+-I)AA f=o,

qui, par deux intégrations successives, donne facilement

A = /itang ——— (a — ao).

C'est, aux notations près, le résultat que nous avions trouvé pré-
cédemment [loc. cit.).

8. Revenons maintenant à l'hypothèse Vo^== i, qui laisse à
la fonction A toute sa généralité. On en déduit

r == f Vo dv — log u == f — — log u = log — •

L'élément linéaire devient

û^== dit^-^- M2 R2^2.vî

II suffit donc, pour le connaître entièrement, de déterminer la
fonction R de /' que définit l'équation (i5). Pour simplifier les no-
tations dans ce qui suivra, nous écrirons

(i5/ R f f — R ' — 7 ^ ( 7 ^ — l ) R = o , .m==——î^——.

De la sorte, l'équation caractéristique sera

t(t-i)=n(n-i),

et admettra pour racines n et i —n. Nous avons donc à distinguer
deux cas, suivant que ces racines sont inégales ou égales.
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PIŒMIEK CAS : 2/ î — i ̂  o. — Les racines de l 'équation caracté-
ristique étant inégales, l 'équation (i5y a pour intégrale générale

R == Ce'f -{- De11 / l l r,

C et D étant deux constantes arbitraires; d'où, en remplaçant r
par son expression,

R=c^v^D^y-w v^/
L^élément linéaire devient alors

^-^-s^œ"4-^;)"4]1^-
c'est, aux notations près, la formule (10). L'hypothèse CD == o
donne l'élément linéaire (^/ trouvé d'abord.

SECOND CAS ; s/? — i == o. — L'équation (iS/ a pour intégrale

r
R ^ ( G / - - r - D ) e 2 :

d'où, en a y a n t égard à l'expression de /',

^/K010^4-0)-
L'élément linéaire se réduit alors à

ds9' == du-^ -4- lf- /C log -(î -i- Dy d^.

C'est, aux notations près, la formule (n). Nous retrouvons ainsi
les conclusions du n° 3.


