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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Sur des couples de surfaces applicables;
par M. Tu. Caronner.

1. Etant données deux surfaces applicables 'une sur I'autre, la
distance M; M, des points correspondants varie en général avec
la position de ces peoints sur les surfaces qu'ils décrivent.
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Nous nous sommes demandé s’il existait des couples de surfaces
applicables pour lesquelles cette distance fiit constante. La solu-
tion de cette question, que nous donnons ici, montre que notre
hypothése était plausible; il existe, en effet, des surfaces appli-
cables I'une sur 'autre et telles que la distance M, M, de deux
points correspondants est invariable.

Ces surfaces peuvent se diviser en deux groupes. Les coordon-
nées rectangulaires d’un point quelconque d’une surface du pre-
mier groupe dépendent de deux fonctions arbitraires d’arguments
différents.

Les surfaces du second groupe sont réglées et se correspondent
par génératrices paralléles et de méme sens; elles dépendent de
deux fonctions arbitraires d’'un méme argument.

Au point de vue de la déformation, ce dernier résultat n’est
pas nouveau; M. Beltrami a montré effectivement qu’il existe
toujours deux surfaces réglées applicables Uune sur U'autre
et dans lesquelles les génératrices correspondantes sont paral-
léles et de méme sens ().

2. Soient deux surfaces (M, ), (M,) applicables I’une sur I'autre
et telles que la distance M, M, des points correspondants soit con-
stante et égale a /.

Appelons 4, y1,%,;Z3, ¥2, 35 les coordonnées des points M, , M, ;
z, y, s celles du milieu O de la droite qui les joint, et §, 9, { les
cosinus directeurs de cette droite.

Nous aurons

S:-Tl, Y, 51 =2, ¥, z+(£1"n<);l"
® o
( @y Y1 2r=2, 5, 5 — (0, 8) 2

Les deux surfaces en question étant applicables l'une sur
I’autre, il vient
Qdot= S dat,
ou bien

(3) Sdzdg=o.

(') Voir G. DarBoux, Lecons sur la Théorie generale des surfaces. Troi-
siéme Partie, p. 298.
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Par conséquent, la surface lieu du milieu O correspond i la
sphére par orthogonalité des éléments; et, aprés avoir posé

_a+B _.a—B _1—ap
. E—H—aﬁ’ 1= e’ t'—x—i—aﬁ’
nous aurons
ot ox
() % a =
ot ox
@ % 98 =
) ot ox ok ox _

9208 "B W T
Les équations (3) et (4) s’écrivent encore
R 0

(x—pz)g+z(x+ p=)5};’ —2;3;; =o,

(1-—1’)3—‘;—i((+a,’)%—2ag—§ =o,
et nous donnent aprés intégration
3y (1— Pz +i(1+ B*)y —afs = B(B),
1) (Q—at)r—i(1+a?)y —2az=A(a).

Quant a I’équation (5), on peut I'écrire

02t _1 9 d&
da d{ir 2 oa 9B +3 d(i Sz‘
ou bien, en tenant compte des équations (3) et (4) qui per-

mettent d’exprimer le second membre exclusivement en fonction
de a et de B,

(a—B)z+i(f—a)y—(1—aP)s
(5) _0+aB) g By
Les coordonnées z, y, s de tout point de la surface (O) seront
donc fournies par les trois équations linéaires (3Y, (4) et (5)’
Les formules (1) feront connaitre ensuite les surfaces (M)
et (M,).
La recherche des surfaces focales de la congruence rectiligne
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(M, M,) présente quelque intérét. Examinons donc comment sont

distribués les points focaux sur la droite M, M.

Nous avons pour les coordonnées d’un point quelconque de la
droite M, M,
X, Y, Z =-’v,.}’,z+(5, 717‘)?-

Les développables de la congruence sont définies par l’équation
qu’on obtient en éliminant p entre les équations

dr+pdt dy+pdy ds+pdf
E a7

ce qui donne, en ayant égard a 'identité (2),

dir+dn2+di=o
ou
dadf =o.

Les développables en question correspondent donc aux géné-
ratrices rectilignes de la sphére, et nous avons pour les p des
points focaux

oz of ox dt

Sdz op _ 08 Ja
=—SEo’ PTG
Suw oz 93

L’équation (5) nous montre d’ailleurs que I'on a

P2=—p1;

par conséquent, les points focaux sont équidistants du milieu O.

3. Dans I'analyse précédente, nous avons supposé dés le début,
en partant de l'identité (2), que les droites M, M, étaient sus-
ceptibles d’avoir une direction quelconque, c’est-a-dire que le
point (§, 0, {) pouvait occuper toute position sur la sphére de rayon
unité; il convient maintenant d’étudier le cas ou ce point décrit
seulement une courbe sphérique B = f(«). La surface (O) qui
correspond a cette courbe par orthogonalité des éléments sera
nécessairement une développable.

D’ailleurs, 1’équation (2) nous donne

S(&+¥#5) % =
SGe+#5)%=>
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et, en reprenant le calcul indiqué plus haut pour la recherche des
développables de la congruence (M; M), on voit que les dévelop-
pables d'une famille sont données par 3= const. Elles corres-
pondent donc aux génératrices de la développable (O). On
reconnait en outre aisément que les points focaux relatifs a ces
développables coincident avec les milieux O des segments M, M,.

Pour achever la question, considérons la surface (O) et rappor-
tons-la aux courbes enveloppes (¢ = const.) des droites M; M,,
et 4 leurs trajectoires orthogonales (v = const.). Son élément
linéaire sera de la forme

(6) ds?= A?du®+ C2do2.

Les coordonnées des points M, et M, s’écriront

’ l Iz, v, 2
(My) w,,y.,z,:x,_y,z—f-‘l—x(z‘TH,
. l d(z, vy, 2

(M) Ty, Yy 52 =2, ), 53— ¢ —(—-‘%}

D’aprés I’hypothése, les surfaces (M,), (M) étant applicables

'une sur I'autre, nous devrons avoir l'identité
da} + dy}+ ds} = da}+ dy} + da},

qui s’écrit, aprés substitutions,

S dzd(i— 3—%) =o.

Développons et annulons les coefficients de du?, de duds et
de dv?; nous obtiendrons

o0z 9 (1 oz _
% 3 \Aos)=

ox 0 ida: + or 0 _l_da:\_n
% 9a \A ou sud\Kda) ="

ou finalement, aprés réductions,

Y

>

&
I
°
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Par conséquent, I’élément linéaire (6) pourra s’écrire
(7) ds? = du? + dv2.

La surface focale (O) est donc une développable, comme nous
I'indiquions plus haut, et les développables de la congruence
(M, M,) sont constituées par les plans tangents d’une part et les
tangentes aux géodésiques ¢ = const. de cette surface d’autre
part.

Remarquons que ces géodésiques coupent une méme généra-
trice (g) de la surface (O) suivant le méme angle; quand le point
milieu (O) décrira la droite (g), les points M, et M, décriront
dans le méme sens deux droites (G,) et (G,) paralléles a (g) et
équidistantes de cette derniére. _

Il suit de 1a que les surfaces (M,) et (M.) sont réglées, qu’elles
se correspondent par génératrices paralléles et de méme sens.

Mais, comme le fait prévoir leur mode de génération, les sur-
faces réglées (M,) et (M) ne sont pas quelconques; pour plus
de précision, nous allons calculer les expressions de leurs coor-
données reclangulaires.

Soient
r=a,u -+ by,
Yy =asu—+b,,
3 =azu-+ b

les coordonnées d’un point quelconque de la développable (O).
Nous pouvons toujours supposer

a; +a} +a} =1,
a? +af +af =i,

a,b',+a,b’,+a;b',=0;

et la surface étant développable, nous aurons

Pour ramener I'élément linéaire de la surface (O)ala forme (%)
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il faut effectuer les substitutions suivantes :
u'= ucos(y +m)+fasin(v “+ m) dy,
v'= usin (v + m)——fa cos(v + m)dy,

ou m désigne une coustante arbitraire.
Ceci posé, nous aurons pour les coordonnées du point M,

or
.z‘1=alu+b1+——

ou'’
V1= QU + by + d—i’”
Zy=azu-+b 92
_ 1= ag 3+ o’
ou bien
! L.
z‘1=a4_u+bl+;[a,cos(v-{—m)——a,sm(v—i—m)],
! , .
(My) yl=a,u+b1+;[agcos(v—n—m)—a,sm(v—*—m)],

l .
3y = a,u+b3+5 [ascos(v + m) — aysin(¢ + m)].

Les coordonnées du point M, s’obtiendront en changeant [ en
— { dans les expressions des coordonnées de M,.

Les surfaces réglées (M,) et (M,) dépendent donc des deux
fonctions arbitraires qui définissent la développable (O).



