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Sur les courbes de Lamé ; par M. \\. GODEFKOY.

Celle Noie esl relative aux rayons de courbure des courbes de
Lamé el de leurs développées. J'ai déjà traité ce sujet [Sur les
rayons de courbure de certaines courbes et surfaces, etc.
(Journal de l'École Polytechnique^ LXIP Cahier)]; mais je ne
crois pas inutile d'y revenir, ces problèmes pouvant être résolus
différemment, d'une manière un peu plus simple, el le résultat
lui-même, dans le cas des développées, étant susceptible d'être
présenté sous une forme nouvelle.

Rayon de courbure des courbes de Lamé. — Dans le Mémoire
auquel il est fait allusion ci-dessus, le rayon de courbure des
courbes de Lamé se déduit de l'expression du rayon de courbure
de courbes plus générales : dans le cas spécial qui nous occupe,
le procédé suivant conduit plus rapidement au résultat.

Prenons l'équation des courbes de Lamé (axes rectangulaires)
sons la forme suivante

a x " 1 4- by111 -+- c == o.

Soil M{x,y) le point de la courbe {jlg. i) pour lequel on
Fig. i.

cherche l'expression du rayon de courbure Ml == R. Il est inutile
d'insister sur les notations et éléments divers dont on fera usage,
tout étant suffisamment indiqué sur la figure.
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On a

A /i^//z—l
tang8= -'y——,&r a x^-^

ta"S^='^
par suite

(i) langp == ^ tang^-1^.

C'est celle relation entre les coefficients angulaires de la nor-
male et du rayon OM qui est notre point de départ.

DîfTérentiant (i), on obtient

(•>-) -dL, =(^-0^tan——^^-;
COS2^ / ( ( l? k COS^Jl

mais

, - tan^7"-1 »JL .,
^tang^^ a ' ^tangp
<^ tang(JL tang(JL

Celle valeur permet décrire (2) sous la forme

ou

(3)

^ , , ;̂JL. r—5- = ( m — i ) -——'———
sinpcosp v / sin^cosp,

d[s. __ i sin (JL cos (JL
^[î 771 — i sin p cos ?

La perpendiculaire à OM au point 0 rencontrant la normale
en G, on aura

d[x _ R
d^ ~~ MG *

On a de plus, dans les triangles OMA, 0MB,

sin;ji _ MA COS^JL MB
cos p"" MO7 Ï I^^MO*

Ces valeurs étant portées dans (3), cette expression devient

, , 1 MÀ.MB.MG
( 4 ) R=,^-I——MO^—^
mais

ou

OE _ MO
MO ~ WG

M02== MO. Oh:



Portant dans (4) cette valeur de MO2, on a l'expression sui-
vante du rayon de courbure

i MA. MB
(5) ^m-^T-OÈ-'

forme obtenue par M. Fouret (^Comptes rendus, ai avril 1890).

Rayon de courbure des développées des courbes de Lamé,
— Ce problème est traité dans le Mémoire déjà cilé^ en partant
directement de la formule qui précède. Ici nous commencerons
par la mettre sous une forme un peu différente.

On a
MA ___ MD
MC ~ MB"

ou
MA.MB==MC.MD,

ce qui permet décrire (5) de la manière suivante

i MC.MD
m=•m-=-.-OÏ^f

C'est de cette expression que nous allons partir.
Soit rf9 l'angle de contingence en M, on aura

(6)

dm dMC dMD dM¥
d^ _ dS~ d^ d^
Ml ~ MC "+" MD "h "~MT'

Les signes du deuxième membre sont ici ceux qui conviennent
dans Fun des cas possibles de la figure. Il est bien entendu qu'il
est indispensable, dans tous les cas^ de prendre, avec des signes
contraires, les segments croissant et décroissant (il est toujours
aisé de les distinguer diaprés la position des points où les nor-
males menées à leurs extrémités rencontrent la normale à leur
enveloppe).

Ceci posé, appelons E/ le rayon de courbure de la développée
au point I, et C', D', H, K, Lies points où les perpendiculaires aux
axes en C et D, la droite OM, et les perpendiculaires menées de
Cet D à IA et IB rencontrent la normale en 1 à la développée.

On a
^1^

<-/0
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et aussi
^MC ^^-nv dMF OF"'^r-1^ -76~-ID1 -jr"0^

Ces valeurs étant portées dans (6), la formule'devient

IV _ IC' W 0F
Mî "" MC "4" MD "^MF^(7)

mais
IC' _ IG IK
MC ~ MA ~ MT
HY _ 'ID __ IL
MD ~~ îTa "~ ivrr

0F _ 1H
MF ~ Mî'

Portant ces expressions dans (7), on obtient

R^ _ IK + IL 4- IH
Ml "~ MÏ

iou
R ' = = I K 4 - J L - + - I H ,

formule qui n^est vraie, dans tous les cas, que si Fon tient compte
des prescriptions énoncées ci-dessus relativement aux signes des
segments. Il serait plus juste décrire, en général, et à condition
d'entendre comme il convient les doubles signes,

R ' = ± I K ± I L q = I H .

CAS PARTICULIER. — Rayon de courbure de la développée de
l^ellipse. — II est intéressant de déduire de ce qui précède l'ex-
pression du rayon de courbure de la développée de l'ellipse. Sup-
posons menées de C et D les perpendiculaires à Ml, qui rencon-
trent OM respectivement en N et P.

On sait, par une construction bien connue du centre de courbure
de l'ellipse, que

C N = I C y :
de même

par suite
DP == ID';

Ky. - CN - m

MC ~~ MC - Mî '
m _ or _ m
MD ~ MD ~ Ml



On a, du reste,
QF _ 1H
MF ~ Ml ;

la formule (7) devient alors

W __ 3IH
Ml ~ ~MT

ou simplement
R ' = 3 Ï H .

C^est la formule de Maclaurin.

lïayon de courbure de la développée de la développée de
l ' e l l i p se . — On sait (foc. cit.) comment on pourrait arriver à
l'expression du rayon de courbure des développées des dévelop-
pées des courbes de Lamé. Cette recherche ne paraît pas devoir
conduire, en général, à des résultats d'une interprétation com-
mode. Le cas particulier de l'ellipse donne pourtant lieu à une
construction extrêmement simple. C'est ce que nous allons mon-
trer (1 ).

On a
^ =-=3111;

mais
ÏH _ MI _ Mf
0F - MF ~ OE'

par siiitr
3QF.MJ

"" (m~ '
On dédui t de là

< s »
fW d0^ dMl dOV
~cS\ 6/0 ~dfr ~~W
\\' ~~ OE Ml -h 0F

Le signe — convient au cas où le point F se trouve entre les
points M et I, le signe + au cas contraire.

Soit \\" le rayon de courbure de la deuxième développée, on a
^IV
~cW =R'.

doE^OV dM^ - dW^r-0" '7/r^1^ "^e-^1'
( 1 ) Le lecteur est prié de refaire ïa figure, dans le cas de l'ellipse, en ne tra-

çant , outre les axes, la tangente et les normales à l'ellipse et à sa développée, que
lc t .4 ro i lCi -OM.OE.OF.
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La formule (8) peut alors s'écrire

1T _ ÔF R' _ FI
(9)

Or on a
K7 ~ OT: '4- Ml 4- 0F4

IT _ IT
R' ~ ÎJH'

0F _ QF _ IH
OE ~ FM ~ MT
IY _ 3IH
MI ~ "MT*

Porlant ces valeurs dans (9), on obtient

R" IH FI
( I O ) 3 m = = 4 M Î q = O F •

Menons de H une perpendiculaire à OM et une parallèle
à 01. Soient P, Q les points où ces droites rencontrent la
normale Ml. On aura alors

IH _ IP _FI _ IQ
MÏ - ÎH ^ 0F ~ ÏH '

Moyennant ces valeurs,-la formule (10) s'écrira

R _ . IP _ IQ
3IH "-4 IH "h IH

ou
R " = i 2 l p — 3 Ï Q

Prenons IS==: 4IP? on a alors dans tous les cas

R"=3QS.

Le problème précédent a été résolu également par M. Mannheim
(Cours de Géométrie descriptive de V Ecole Polytechnique,
suppléments) comme conséquence de la construction de la normale
au lieu du point H, sommet du triangle HIM, pour lequel on con-
naît les normales aux courbes décrites par les deux autres sommets,
et les points où les côtés touchent leurs enveloppes. La construc-
tion déduite de ces considérations est moins simple que celle qui
vient d^étre exposée.


