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COMPTES RENDUS DES SÉANŒS.

SEANCE DU 7 M A R S ISîli.

PRKSIDKNCIÎ DE M. PICQrET.

Infections :

Sont élus à l ' u n a n i l n i l c Mcml)i'c^ de la Soc'irtc : M. (jc^r^e IM'IKT
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Ihilsh'd, présenté par MM. Poincaré et Graig ; M. Balilrand.
présenté par MM. Mannheim et Picquet.

C o n î m u nie a t io n s :

M. (TOcagne : Su/' la composition des /ois d^ erre in' de situa-
tion d'un point.

M. Poincaré : Sur la question de savoir si les courbes d^un
même genre forment une multiplicité continue.

M. Raffy : Sur certaines canotions aux dérivées partielles
du second ordre.

M. GOUKSAT adresse la Note suivante :

Sur les tangentes à une cubique plane.

Etant donnée une cubique plane sans point double (G), on sait
que, par un point M de cette courbe, on peut lui mener quatre
tangentes, sans compter celle qui a son point de contact en M;
le rapport anJiarmonique de ces quatre tangentes reste con-
stant lorsque le point M décrit la cubique (G). On possède
déjà plusieurs démonstrations de cette remarquable propriété; en
voici une autre, qui me paraît assez simple.

Prenons sur la cubique (G) deux points quelconques A et B,
qui seront supposés fixes, et un troisième point variable M. Si )v
et y. désignent les coefficients angulaires des deux droites AM et
BM, il y a évidemment entre X et y. une relation algébrique et du
second degré par rapport à chacune des variables, car à une va-
leur de ). correspondent deux valeurs de a et inversement. Soit

\ ^(Â.;Jl)=X2(A^2-^-B;JL-+-C)
(I) ( -^•X(Alpl•2-+- Blpl-^-Cl)-^A2fJl2-^- B,p.+C2==o

cette relation, que l'on peut aussi écrire

\ FO, ;JL) == ^(AÀ^-h- Ai A 4- A,)
( -h ^(BA2-»- Bi). -4- B^)-}- G À2-h CIÂ 4- C2= o.

Si la droite AM devient tangente en M à la cubique, les deux
valeurs correspondantes de a deviennent égales; les coefficients
angulaires des quatre tangentes issues du point A sont donc les
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racines de Inéquation

\ Ra)-(BX2+B^+B,)2
/ / — K-'U^-1- \i\ - 4 -A2 ) (CÂ 2 + CIÀ-+- C,) == o.

Les coefficients angulaires des tangentes issues dii point h
sont de même les racines de l'équation

\ R i (^ )= : (A,^+B^-4-c , ) 2

( 4 / — K À ; j i î 4 - B ^ 4 - C ) ( A 2 ^ - h B ^ J i + C o ) = o.

Tout revient à démontrer que les équations (3) et (4) ont même
invariant absolu. Le calcul direct serait un peu long, mais on
peut l'éviter comme il suit.

Il est permis évidemment d^eflectuer sur ). et sur [JL deux substitu-
tions linéaires quelconques, et la proposition sera établie si l'on
montre qu'on peut choisir ces deux substitutions linéaires de telle
façon que la relation F (À, y.) == o soit remplacée par une relation
symétrique en )vet a; alors, en effet, les deux équations (3) et (4)
seront identiques. Soient),! une racine de R()v)==o, et[jii la racine
double de l'équation F(^, pi) == o; soient de même y,^ une racine
de Ri (m) == o, et À^ la racine double de l'équation F(À, ;JL.») ̂  o.
Posons

)> — Ai __ ., [i — \j.î __ ,
-——— — A ^ ———— - - *-(. 5
À — À 2 \J- — [î-l

la relation (i) se change en une nouvelle relation de même forme

^f(r^t)=:^(a^-+-b^+c)
( -+- V (a\ {x'2 4- by [J.' -4- Ci ) -r- o^ ̂ 2 •+- ïïî [i' 4- Cî == o.

Pour À'==O, la nouvelle équation en y,' doit avoir une racine
double infinie et, de même, pour [ji/==o, l'équation en // doit
avoir une racine double infinie. Ceci exige que l'on ait ̂ 2== b^== o.
c == Ci == o. La relation (5) est donc de la forme

/'()/, ;jt/) == aX'2^2^- À ' \ j ! (bV - { - c^i ,a'—^i ) -+- ( ' î == <» .

Si aucun des coefficients ^, a\ n'est nul, il suffî t de remplacer y.'

par — y.1 pour être ramené à une relation symétrique entre )/ et ^,

et la proposition est établie.
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Aucun des coefficients b, a\ ne peut être nu l . Si, par exemple,
on avait b = o, l 'équation /()/, y1) == o aurait , pour a'== o, une
racine double infinie en À', et, pour X^oo, une racine double
nulle en u/. Les deux droites correspondantes A.M et BM rencon-
treraient chacune la cubique en deux points confondus en M; ce
point serait nécessairement un point double. On arrive à la même
conclusion en supposant <7< == o.

M. DEMOULIN adresse la Note suivante :

Sur une propriété caractéristique dé l'élément linéaire des surfaces
de révolution.

Soient (S) et (S,) deux surfaces qui se correspondent ponc-
tuellement dans les conditions suivantes : M étant un point quel-
conque de (S) et M! le point qui lui correspond sur (S<) , deux
éléments correspondants MM', M< M, et la normale en M sont pa-
rallèles à un même plan.

Est-il possible de choisir les deux surfaces (S) et ( S < ) de telle
manière que les droites MM, soient tangentes en M à la première?

Pour répondre à cette question, rapportons la surface (S) aux
courbes (v = const.), auxquelles les droites MM, seront tan-
gentes, et à leurs trajectoires orthogonales (n== consl.); son élé-
ment linéaire sera de la forme

ds^== P^du^^dv^.

Soient Ma*, My les tangentes aux lignes coordonnées, et Mz
la normale à la surface; les coordonnées du point M, sont
(.y, o, o). On a, pour les composantes du déplacement inf in iment
petit du point M,

A du, C dv, o,

et, pour celles du déplacement correspondant de M^ ( * ) ,

d,r -+- A du^ G dv -+- (r du 4- f\dv)x, — ( q du -+- q\ dv}x.

Nous exprimerons toutes les conditions du problème en écri-
vant que le déplacement du point M est parallèle à la projection

( ' ) Voir G. DARBOUX, Leçons sur la Théorie générale des surfaces^ t. II, p. 38j.
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du déplacement du point M< sur le plan xMv. ce qui donnera

dx d- A fl?;/ G dv -+- ( r du -4- /'i d^ ).r
A du, Gdv

Cette équation devant avoir lieu quels que soicnl du et cA', on
en conclut, en tenant compte des valeurs de r et de / • < .

, A <)\
C^-0-

(D c?= o-à^

r ^ — <)c
/J// au

On tire de là

A = U, .r^ U i . G = U i \ .

U et U< désignant des fonctions arbitraires de u et V une fonction
arbitraire de c.

Nous arrivons donc à cette conclusion : Pour que la surface (S)
satisfasse à la question, il est nécessaire et il suffît que son élé-
ment linéaire soit de la forme

ds^ == U'2 du^ -+- U^ V2 dv2.

La surface (S) choisie, la surface (S,) sera le lieu du point
(U,, 0 ,0) .

Il suff î t de poser

f\Jdu=^ fVdv^^,

pour ramener Pélément linéaire ci-dessus à la forme la plus géné-
rale de Félément linéaire des surfaces de révolution, savoir

<:/^=.^a2+A(a)<:/p2.

Les équations ( i ) donnent ensuite

M M i = = m/A^a).

m désignant une constante arbitraire.
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Nous pou vous donc énoncer le théorème suivani :

Si deux surfaces (S) et (Si) se correspondent ponctuelle-
ment de telle manière que deux éléments correspondants MM,
MI M, et la normale en M soient parallèles à un même plan ;
si, en outre, les droites MM, sont tangentes à la surface (S) ,
cette dernière sera applicable sur une surface de résolu l i o n .
Li9 élément linéaire avant été ramené à la forme

</,<2-= d^-, A(a)^2 .

les droites MM( seront tangentes aux lignes ^ == const.^ et fon

auraMM, ^= m^/A.(a), m désignant une constante.
Réciproquement, si une surface (S) est applicable sur une

surface de résolution d'élément l i n é a i r e

ds^.-- ff^-^ A ( a ) < / ^ ,

et si I1'0/7 porte, à partir de cllaque point M de la surface (S),
sur la tangente à la courbe ^ == const. qui passe en ce point,

une longueur MM^ •===- //?.^/A(a), m désignant une constante, le
lieu du point M^ sera une surface (S,) (/ui correspondra a la
surface (S) dans les conditions indiquées ci-dessus.

S É A N C K DU - 2 1 M A R S 1<SiH.

PHKSIDK.NŒ I»K M. 1»1<:(.H ET.

Co mm u n ica l io ns :

M. 1) . André : Sur la s t r u c t u r e des permutations.
M. \jiloniari : Sur les surfaces réglées applicables asec pa

rallélisme des génératrices.
M. Km. Picard adresse une Noie Sur la méthode des afmrojci-

mations successives et les équations di/f ère n t i c Iles l i n é a i r e s .

\xn,



S K A N C K E X T H A O K D I N A 1 K E D U 30 M A R S l < S 9 î .

PRÉSIDENCE DE M. PICQUET.

C om m u n ica t ions :

M. Pellet : Sur les é(fuations soluhles par radicaux.
M. Pellet : Sur les équations numériques et les fonctions

implicites.

M. AMUSAI)!-; communique la Note suivante :

Note sur les intégrales de M. Schwarz.

Si Fon considère la suite infinie de fonctions V'o? V^ V^, . . .
s'annulant toules sur la surface qui limite un volume D, et satis-
faisant, a Fin teneur de ce volume, aux équations

( [ ) A V/+i -h V/ =o ( / == o, i ,9... . ),

et si l'on envisage les intégrales de volume relatives au do-
maine D.

_ / v v rî'-m, n — » T /H ' n u• ^ ?

le théoreine de Green montre immédiatement que ces intégrales
sont toutes positives et que l'on a

\\T __ \\TV T /n,n — Tv o,m+n'
De plus, on aura

(,. w»'<w ï î<w " - .
V ^ / YTII- '~ .̂ Ti,r "̂  «Ttr "-̂  . . . ;

VV oo T T 01 Tv U'2

c'est là un théorème de M. Schwarz d o n t j ^ a i trouvé une démon-
stration qui, paraît-il, est nouvelle, et, comme elle est fort simple,
peut-être lui accordera-t-on quelque intérêt.

En raison de la relation Ww^== Wo,w+/^ il suffit d^établir les
deux premières inégalités (2).

Soient X, [JL, p les valeurs des trois premiers rapports. Nous
aurons d'abord

fVoVi d^ - \ fv,2 d-. = o,

Ç\,\^ ch - ;ji FVo V, ch =.. o.



Hemplaeant f \ ( , V _ , < / T par / \ f < / T . cl posant V,-= \ ^4-^ .

nous obtenons

( I - À ) Ç\^d-.-r- ^ V o £ o ( k - o ,

(i--;^ ^V^/--4-(^. ;..) Ç\^rh-^ f ^^=o:

d'où, en éliminant I'inl<^r;(le /¥„£„</- , dont nous ignorons le

si^ne, nous tirons

[ ^ — '/ — ( ï — / )( i - ̂  | Ç \Ï <h — A; cl- -- o.

et, par suite.

( 3 ' /. - - 'j. — ( i — A ) ( \ — ;JL ) < < > ,

inégalité non /fonïo^r/n\ l.;\ est le point essent ie l de nia dé-
monstration.

Pareillement, non s avons la relation

^ViV-^/T- ? / V, ,V,</T -. < > .

([lie nous pourrons écrire

( r - G ) / VoV^/- - /S.. \^/T -: o.

Si nous posons V^-=V, -4- î , . elle dev ien t

( l — ? ) fVoV,^ï-4- / ^i</T - ( -^\^h=.o.

D'autre part, en écrivant ainsi réquation de définition de •JL,

(l - a) ^V{ d'. 4- ;JL ̂ Vi ̂  == o,

et él iminant, entre les deux dernières équations écrites, F in téHra le

f £ ( )V i c^-) dont nous ignorons le si^ne, nous aurons

| ,a(i — p) -+- y. — i] /Vf ^T -- a ^.osi ch =-- o.

Or, comme la suite SQ, £ < , ... jouil évidemment des mêmes pro-



prn - les ( jdr I;' - ' t i l t ! des ( o m t i o i i ? - \ . l in(ci;ra(c f £ ,» ; - : ( </T < '> t posi-
1 ' \ c : donc on a

• '( i ; J - ( I " 'J ) ~r" ^ — • <^ ( ) •

Lrs in(l'^i(lil(''s ( .î ') cl ( \} nV'IanI pus lioino^cnes en 7. 'JL, o. une
n'tHrirqiK» ( < » r t snn(»lc (ichcvc Iri (l(''tii(»nslratioii.

Si 1 o n la i t siir le ( loindit ic I) une Ir.insfurmalion lioinotlicliniic
i« 1 ( ' 'clicJJc /.. < ' t s j | o;i ( ; ( i l siii1 Je> (oncl iot is \ „, \ ,. \ ^, ... lu
sul)shht( loi»

^:^\..

~nii J(ii''^c maltn'cc l.i m i l i te df?- ( ' • ( j i i< ( l i ( ) t )s ' i ), les inégalités ( a ) »'i
< l c i ï j ( ) t t ? i ' c r IK- ( • ( ïan^e i i t ( ) < t S ; c;ti' *'i les l • ^ ^ I ) j ) < ) l l ^ s À, 'JL. o se cliitii-

,;<'iit en ^ . 'A . ^ . on < < \i,'>i l)l( ' in('n(

/ ^ ^ / ^ Â ' , ;j- /^^, ^ - /^^ .

< .(»n«'i( l< ions !<•> in<''^;(l i trs ( < \ } cl ' \ ), où À', m/, ^' l'ciliplaccrïticnt
/ . 'A . -,, nous (xmrrods f.iirc •j/ - i. FJIcs (louncnl alors. |<( prr-
iiji»T( 'A ":' À', ta seconde G' ~> 'A ' ; ( loue enfin À ̂  'j. <^ c.

< ; . o. F. n.


