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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS,

SUR LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES
ET LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES:

Par M. Eviee Prearn.

1. On considere le systéme de 7 ¢quations diflérentielles
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o les fonetions f sont des fonenons continues des quantités
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réelles wey o, oo oo o dans le voisinage de 2gy gy Coe el .
définies quand x, «, ..., @ restent respectivement comprises
dans les intervalles

(ro—a, xy+a). (ug—byuy-+0). ... (wo—b w,+h,

« ct b étant deux constantes positives. De plas, on suppose que
Pon puisse déterminer » quantités positives \, B, ..., L telles
que

[ filr ', o'y oo ')y —filx,u, 00 oo, w )i < N —u;

+B|v—o|+...+~Liw —al

x, ainsi que les w, ¢, ..., « restant dans les intervalles indiqués.
Soit enfin M la valeur absolue maxima de la fonction pour le do-
maine dans lequel clle est définie. Jai établi autrefois (voir mon
Traité d’Analyse, t. 11, p. 301) qu’on poavait, en procédant
par approximations successives, obtenir sous forme de séries con-
vergentes les intégrales du systéme (S) prenant respectivement
pour x = z, les valeurs w,, ¢,, ..., w,. Ces sérics convergent
certainement dans lintervalle (2y— 3, 29+ 3). ¢ élant la plus
1

A+-B+...+L

Tout récemment, M. Lindelof(') vient de montrer quon pou-
vait supprimer la troisiéme cxpression en modifiant seulement

. . ., b
petite des trois quantites «, M’

trés peu les raisonnements tout élémentaires dont javais fait
usage, et M. Bendixon (2) était arrivé, de son cOté, par une autre
voie, au méme résultat. On peut donc dire que la convergence
des séries fournies par les approximations successives correspond

. . ., b
a la plus petite des deux quantités a et -

L’intervention de la seconde de ces deux quantités provient de
ce que les valeurs de «, ..., « données par les approximations
successives nc doivent pas sortir du champ pour lequel les fonc-
tions f sont définies. Si, nolamment, les fonctions f sont définics
pour toute valeur de w, ¢, ..., &, nousn’aurons pas a nous préoc-

. b . y de Lexis
cuper du quotient N’ cela, toulefois, sous la réserve de l'exis-
!

(') E. LiNnpELOF (Comptes rendus, 206 février 1894).
(#) I. BENDIxON (Académic des Sciences de Stockholm. novembre 18q3).



Sk

tence des quantités linies A, ..., L qui continuent i intervenir
dans les raisonnements, si elles ne figurent plus dans les conclu-
sions.

Toutes ces considérations s'étendent d’clles-mémes au cas ot
les fonctions seraient délinies pour des valeurs complexes des
letires dont elles dépendent. Dans ce qui va suivre, la variable x
restera réelle, mais les f pourront dépendre d’éléments com-
plexes, et les fonctions «, ¢, ..., «w seront des fonclions com-
plexes d’une variable réelle. On doit alors, dans ce qui précede,
remplacer les valeurs absolues par des modules.

2. Appliquons ces généralités aux ¢équations diflérentielles
linéaires. L'¢quation lindaire

{m dmn—14-
:7—11),—: +A1(;r)m—‘ +..+ Ay (r)y=o0

rentre dans les conditions d’application de la méthode précé-
dente. Si, dans lintervalle (o, @), les coeflicients Ay, ..., A,
sont des fonctions continues de x, nous pouvons bien trouver les
quantités déterminées A, B, ..., L du parvagraphe précédent, et les
approximations successives donneront une série convergente
pour toute intégrale dans Uintervalle (o, a). De plus, si nous
désignons, comme nous le faisons d’habitude, cette série par

(X) Yo+ (Yi—Yo) et (Fn—Yn-1) +.. o,
on aura, d'apres la théorie générale,

Hn pn .
}y,,-—y,,_,f<ﬁ (H=A—+-B4...+ L)

L’expression analytique de toute intégrale, donnée par la mé-
thode des approximations successives, et valable pour tout in-
tervalle dans lequel les coefficients A\ (&), ..., An(x) sont
contipus, permet de démontrer facilement quelques théorémes
généraux et de faire diverses recherches sur les équations li-
ndaires.

3. Supposons que les coefficients Ay (x). ..., A, () dépendent
d’un paramétre arbitraire A et qu’ils soient, pour x variant entre

o el a, des fonctions entiéres de ce parametee, ¢’est-d-dive holo-
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morphes dans tout le plan de la variable complexe A. Cest une
circonstance qui se présentera souvent, particuli¢rement en Phy-
sique mathématique. Je me propose de montrer que toute inté-
grale de Uéquation est, pour x variant entre o ¢t a, une fonc-
tion entiére de k.

Chaque terme de la série (Z) est manifestement une fonction
entiére de k; il faut établir que la série sera aussi une fonction
entiére. Supposons que k reste & lintérieur d'un cercle C de
rayon d’ailleurs arbitraire ayant l'origine pour centre; dans ces
conditions, la quantité H aura un certain maximum, que nous
désignerons par la méme lettre. Nous avons donc une série

U+ Uy +.o .+ Up+.u.,

dont chaque terme est une fonction holomorphe de A dans C, et
P'ona de plus
H~2an

(1) Iuni<:_—'

2...n
Ceci posé, la formule fondamentale de Cauchy donne

u,,(lc).,—_.; M’
2T c z— Kk

et 'on aura, par suite, puisque la série des w« est d'apres (1) uni-
formément convergente,

Uy(z) 4. ..+ up(s)—+...

u.o(/r)+...—1-u,,(/\")+...=;—-—;L o' ds,

ce qui montre que le premier membre est une fonction holo-
morphe de A dans C, comme nous voulions ’établir.

4. Une scconde application de la méthode des approximations
successives nous sera fournic par les équations linéaires a coeffi-
cients périodiques. Bornons-nous, pour abréger, a I'équation du
sccond ordre

ay
da*

d .
+ A,(z’)d;; + As(x)y = o0,

et supposons que les fonctions A et A, soient continues pour Loule
valeur réelle de & et admettent la période .
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Il est bien connu quiil y a, en général, un systéme d’intégrales
se reproduisant multipliées par des constantes @, et w, quand on
change x en x + w. La formation de I'équation du second degré
donnant 1, et u, est un probléme important et difficile dans la
théorie des équations a coefficients périodiques. On peut procéder
comme il suit. Partons de deux solutions arbitraires f,(z), fu(x),
représentées par les développements en séries, valables pour
toute valeur réelle de x, que fournissent les approximations
successives. Nous pouvons considérer ces solutions comme con-
nues. On cherche alors une solution

afi(x)+ B fa(x)
(ui se reproduise & un facteur constant pres, par le changement
de x en & + w. ll faut, pour cela, avoir la substitution résultant
du changement de 2 en x 4 w dans f et fs, c’est-a-dire los coeffi-
cients «, b, c. d tels que

fil@+w) = afi(r)+bfa(x),

fola o) = ¢ fi (@) + dfa(a).
Si(w) afi(0)+bfs(0),

J1(20) = afi(w) + bfz(w);

ces deux équations donnent « et b, et 'on aura pareillement ¢
et d.

On aura

Il

Quanta I'équation donnant w, et p,. on sait qu’elle se réduit a

«— b
= 0.

¢ d—u

Les constantes «, b, ¢, d peuvent donc étre calculées numéri-
quement avec telle approximation que 'on veut. De plus, si les
cocfficients A,(x) et A,(z) dépendent d’un ou plusieurs para-
metres, on pourra connaitre la facon dont @, b, ¢, d dépendent de
ce paramétre, puisque 'on a une représentation, non seulement
numérique, mais aussi analytigue des deux solutions f,(z) et
J+(z) dont on est parti.

Un cas d’exceplion peut se rencontrer dans le calcul précédent :
c’esl celui ot 'on aurait

Jicoy - futon,
./‘l“”) /;)((-;S‘
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mais alors on a une solution

«fi(z) + 3/f2(x)

s’annulant pour £ = o el pour £ = w, el cette solution se repro-
duit précisément, a un facteur constant pres, quand on change x
enzr —+ w.

5. Les calculs précédents pcuvent étre employés pour la solu-
tion d'une question d’apparence différente, mais identique au fond.
Prenons, en nous bornant encore au second ordre, pour abréger
Iécriture, I'équation

d2u

. d
-(F +1\1($)(—£ +A2(5)u=0,

ol nous supposons que A,(z) et A,(5) soient deux fonctions
holomorphes de z dans la couronne comprise entre deux cir-
conférences G et (' ayant l'origine pour centre et les rayons
R et R’(R > R'). Il existe, en général, deux solutions dans cette
couronne, se reproduisant, a un facteur constant prés, quand s
tourne dans la couronne autour du cercle C'. Les coefficients de
P'équation du second degré donnant ces facteurs constants jouent
“un role important et ont un caractére invariant; on pourra con-
sulter sur ce sujet un trés intéressant Mémoire de M. von Koch
(Acta Mathematica, t. XV).

Ce que nous avons dit dans le paragraphe précédent pourra étre
appliqué ici. Posons, en effet,

z=red (R>r>R).

On peut regarder ) comme seule variable, et nous avons alors
une équation ou les coeflicients sont des fonctions de la variable
réelle § et ont 27 pour période. Nous sommes donc ramené a la
recherche faite plus haut.

Du théoréme du § 3, on conclut de suite que, si les fonctions
Ay (5), A2(5) sont des fonctions enti¢res d'un certain nombre de
parameétres, les coefficients de ’équation en w seront des fonc-
tions uniformes de ces parametres.



