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SUR LE PROBLEME DE LA ROTATION D'UN CORPS
AUTOUR D'UN POINT FIXE;

Par M. G. Koss.

Le probléme de la rotation d’un corps autour d’un point fixe,
dans le cas de forces autres que la pesanteur, a été trés peu étu-
dié. Il n’y a que le cas signalé par M. Darboux, dans une Note de
la Mécanigue de Despeyrous, ot I'on ait réussi a intégrer les
équations du mouvement. Dans ce cas, V'ellipsoide central est de
révolution et les surfaces de niveau sont des surfaces de révolution
dont I'axe passe par le point fixe. Quand I'ellipsoide central n’est
pas de révolution, on ne peut pas, en général, intégrer les équa-
tions de mouvement, mais on en.connait trois intégrales, savoir :
intégrale des forces vives, celle des aires et I'intégrale particu-
liere des cosinus directeurs. M. F. de Brun (') a trouvé une forme
spéciale de la fonction de force qui permet d’obtenir encore une
intégrale, mais il n’a pas remarqué qu’on peut alors achever I'in-
tégration. Je me propose ici d’indiquer la méthode a suivre, moins
parce que le probléme présente en lui-méme beaucoup d’intérét,
que parce qu’elle est aussi applicable au probléme beaucoup plus
important ou la force agissante est la pesanteur.

Soient O&, O 7, OF trois axes rectangulaires fixes, dont 'origine
est au point fixe. Dans le cas considéré par M. de Brun, la fonc-
tion de force a la forme

ThC (B2 4+ m2 4 1Y),

Soient Oz, Oy, Oz les axes mobiles et v, ¥/, ¥ les cosinus
directeurs de I'axe de z; les équations d’Euler seront, en em-
ployant les notations usuelles,

dp =(B—C)(gr—kv'Y),
"’q =(C—A)(rp— kYY),
dr

= (A— B)(pq kyy')-

(') Académie des Sciences de Stockholm, septembre 1893.
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Ces équations, jointes aux trois suivantes

d_ . dy dy ,
F=vr—ve,  SL=vp—yr, L=vyg—vp,

déterminent les six inconnues p, ¢, r, vy, ¥, Y'.

Le principe des forces vives donne I'intégrale

Ap? +Bg?+ Cr2+ A(Ay2 + By2+ Cy"?) =4y,
et celuj des aires donne
Apy+Bgy'+Cry"=k,.
On a, de plus,
.(2 -+ Y’! + «[”2 =1I.
Enfin, M. de Brun a trouvé une quatriéme intégrale, savoir

A?p? 4+ B2g? + C2r2 —k(BCy? + CAy"? + ABY"?) = £;.

Nous verrons qu’avec ces quatre intégrales on peut ramener le
probléme & des quadratures. _

Remarquons d’abord que, si ’on met les équations différentielles
sous la forme

dzy )
W:Xv(x,,z'z,.z's,zhxs, 2g), vV=1,2y...,6,
on aura
v=6 -
0.
Mo,
oxy
v=1

Le systéme proposé admet, par conséquent, le multiplicateur
M = const. = 1. Ainsi, nous pouvons obtenir une cinquiéme inté-
grale en employant le principe du dernier multiplicateur; et, en
exprimant avec ces cinq intégrales cinq de nos variables en fonc-
tion d’une seule, nous aurons enfin le temps par une quadrature.
Mais la cinquiéme intégrale n’étant pas trés simple, il est mieux
de procéder autrement. Introduisons, au lieu de p, ¢, r, vy, v, v/,
les variables canoniques

JaT JaT JaT

6, P> q"; elzbﬁr’ ?l=;;7a Lh:d—q‘,,

ou 0, v et ¢ sont les angles d’Euler et T la demi-force vive; on



aura

— 212 —

p="Ysingsin0+0cosg, v =singsin 6.
¢ ="V'cososind—0'sing, v = cosysin0.

r =9+ ¢ cosl; Y"= cos;

ou, en fonction de §,; o, ¢,

I
P=x [%‘g (41 — @q cosb) + 0, cos?]
q ;—3[2?:: (Y1 — 91 cosB) — 8, sin ca]
ro= %.

Avec les nouvelles variables, nos intégrales deviennent

H, =

3) |

I [an‘f‘ ($1— 1 c0s0) + 0, cosc‘:]2

A]lsinb
—+ lB [‘;:’:g’(¢. — ¢y cosb)—0; smvf-] —+ é ?f

-+ k [A sin?p sin?0 + B cos?¢ sin20 + C cos?0] = 4y,
H; = {1 = k.

H; = [smcp(q“ — ¢y cos0)+ 6, cosq:]

sin

-+ [““"w. — @3 cos0) — 0, smw] + 93

sin §
— k[BCsin?¢sin?0 + CA cos?@sin?0 + AB cos?0] = &;.

Nous observons d’abord que la variable ¢ n’entre pas explicite-
ment. Formons les parenthéses de Poisson

[Hh H!], [Hl, H3]: [H!’ Hs]-

On voit tout de suite que la premiére et la troisi¢éme sont nulles.
Quant a la seconde, elle doit étre nulle, parce qu’elle est la con-
dition nécessaire et suffisante pour que (H; = &;) soit une inté-
grale de notre systéme. Les trois parenthéses de Poisson étant

nulles, si nous remplagons les variables 8;, o, et ¢, par M—, 3

oW
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LW s trois dauati dérive 1l
€ 7“1’—, €s lrots équations aux derivees parue es

’

;
1, (dW oW ()\V’ 0, c?) -k,

X o 9y
A\
}{z:'?)-ql—:kg,
oW oW oW
(50 G @ b oe)=k

sont compatibles, et la solution commune sera
W =f(0,d0 +ordo + Y dy),

ot 'on aremplacé 8, ¢, ¢ par leurs valeurs en § et ¢ données par
les équations (3). L’expression

0,dY + o, dp + Y1 dY

est bien une différentielle exacte. Les équations (3) renferment
trois constantes arbitraires, de sorte que W est une solution com-
pléte de 'équation aux dérivées partielles de Hamilton et de Jacobi,
et I'on aura la solution' générale de notre systéme en différen-
tiant W par rapport aux constantes ki, k2, Aks.

L’équation H, = k; nous donne ¢, = k,, de sorte qu'il vient

W=A~2¢+f(6,d6+cp,dcp).

En substituant la valeur ¢, = %, dans les intégrales H, = £,
H, =k, nous aurons deux équations du second degréen , et },,
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de cos$, sinf,
cosv et singp. Eliminons @,; nous aurons une équation du qua-
triéme degré en 6, et pour o, une fonction rationnelle de 6,
cosf, sinf, coso et sinp. Posons

0
tang 5= tang L =y, 0y = 3,

N -6

nous aurons

?1=R(3,.Z‘,v‘l’), f(z,z',y):u,
et enfin

. R 3 R(z,y, 3) .
4) W_.,(,ql+~f[-[+xzdz+—[——~—+y, dy]

L’intégrale qui entre dans 'expression de W est une intégrale
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de différentielle totale appartenant a la surface f(z,y,z)=o.
Formons maintenant, d’aprés Jacobi, les intégrales de notre sys-
téme canonique; on aura

03 JR )
oW _ o oFs
B—E-—t—+—l\l_2 1+x’dx+x+y’d‘y/’

0z JR A
(5) A . <dkz oks )
oks Ka=¢-+a |+x’dz+l+y*d‘y’

/ 0z JR
oW o ok ok
o= k=2 Kpﬂw“+.+y@"

L’équation f(z,y,z)=o0, comme la fonction rationnelle R,
renferme ky, k» et k;; on aura donc

of  of 9z
ok, Yoz ok,

:0’

oR of OR of

R _ 0R>+dR 95 _ 0k 93 _ 9z ok
()kl - dk‘ 03 dk‘ - _0_[
24
et les formules analogues. Les dérivées partielles de z et de R,
par rapport a ky, ks, k3, sont donc des fonctions rationnelles de
Z, ¥, 3. _
Par conséquent, nous pouvons écrire le systéme (5) de la fagon
suivante :

{ t + Kk =f[P,(.z',y,z)dx+Q,(.z',y,z)dy],
(6) K= [[Pa(@y, 9) dz -+ Qu(a,7, 5) dy]

§— K, =f[l’,(.z,y, 3)dz + Qa(@, y, 3) dy],
f(x,.}’,ﬂ) = o,

les P et les Q étant des fonctions rationnelles.

La solution générale de nos équations de mouvement est ainsi
obtenue a D’aide de trois intégrales de différentielles totales atta-
chées a la surface algébrique f(z,y,s)=o. Il me semble que
c’est la premiére fois que ces inlégrales, introduites dans la
science par M. Picard, se sont présentées dans I'étude d’un pro-
bléme de Mécanique.
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Passons maintenant au probléme, beaucoup plus important, ol
la force agissante est la pesanteur. Avec les mémes notations, les
équations d’Euler sont '

d r
(A) AZL = (B—C)gr+Mg(yiy'—s07),
dq "
(B) Bm=(C—A)P"+M$’(zo‘(“ToY )
dr ,
(©) C 7 =(A—=B)pg+Mg (27 —yo1),

ol M est la masse du corps et zy, o, %o les coordonnées du centre
de gravité. Les trois autres équations sont les mémes qu’aupara-
vant. On connaft les intégrales

H; = Ap?+ Bq? + Crt — oM g(2oy + Yoy + 20Y") = ku,
Hy =ApY +Bgy + Cry" =k,
nr!+ -\(’2_‘_ Y"i =1.

Dans un Mémoire, présenté a I’Académie des Sciences au con-
cours du prix Bordin pour ’année 1894, M. R. Liouville a donné
les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence d’une
autre intégrale algébrique H; = k;. Cette intégrale une fois ob-
tenue, nous pouvons achever I'intégration en employant la méme
méthode que je viens d’exposer.

En effet, aprés avoir introduit les angles d’Euler et les variables
canoniques 9,, ¢, 4, nous aurons les trois intégrales

Hl:"kl) H!=¢(=k!a H3=k3)
qui sont, évidemment, lelles que les expressions
[Hy, He],  [Hy, Hs],  [H,, Hj]

sont identiquement nulles. Alors, il n’y a qu’a répeter le méme
raisonnement que ci-dessus et nous aurons la solution générale
sous la forme (6), c’est-a-dire & I'aide de trois intégrales de diffé-
rentielles totales attachées a une surface algébrique. On aura ainsi
la solution du probléme de la rotation d’un corps grave suspendu
a un point fixe, dans le cas ol il est possible d’obtenir la solution
sous une forme finie. '



