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SUR LE DEVELOPPEMENT
DES COORDONNEES D'UN POINT DANS LE MOUVEMENT RELATIF
ET SUR LA COURBURE DES LIGNES ORTHOGONALES;

par M. BaLiTranp.

Considérons dans le plan deux axes rectangulaires fixes Oz,
Oy et deux axes rectangulaires mobiles O'z’, O’y qui, a l'origine,
coincident avec les axes fixes. Soit M un point invariablement lié
aux axes mobiles et soient z, y ses coordonnées par rapport aux
axes fixes. Soient M,, M, M" les positions qu’il occupe au bout
de 'instant A¢ dans le mouvement absolu, le mouvement relatif et
le mouvement d’entrainement.

Le triangle MM'M, montre que MM, est la résultante de MM’

Fig. 1.
M' .

M ["14
et de M'M, ; de sorte qu’en projetant sur les axes Oz et Oy on a

oxr = dr + Az,
& =dy+ Ay,
les caractéristiques 6, d, A se rapportant aux déplacements absolu,

relatif el d’entrainement et A, désignant ce que devient A quand
on v remplace les coordonnées x, ¥ du point M par les coordon-
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nées z + dz, y + dy du point M'. En désignant par « I'angle que
fait Oz avec O'2’ et par z,, y, les coordonnées du point O’ par

rapport aux axes Oz, Oy, les formules de la transformation des

coordonnées
£y = Ty + Z cosa — ¥ sina,

Y1 =)o+ & sina + y cosa
donnent immédiatement

Az = Ax + dr cosa — dy sina — dz,
Aiy = Ay +dz sina + dycosa — dy,
et, par suite,

\ 0z = dz + Az + dz cosa — dy sina — dxr,
) | 8 = dy + Ay + dz sinz + dy cosa — dy.

Ces formules ont lieu aussi bien pour des déplacements finis
que pour des déplacements infiniment petits, aussi bien pour le
casou z et y dépendent d’une seule variable que pour le cas ou z
et y dépendent de deux variables. Supposons qu'il s’agisse d’un
déplacement infiniment petit et développons en séries toutes les
quantités qui entrent dans les formules (1); nous obtenons

I I I
0r 4+ — 82z + Br+...= dr+ —dir+—— d3r+...
1.2 1.2. 1.2 1.2.3

1 1
+Ar + — A2 4+ —— M +...
1.2 1.2.3

_ JLEN )

a (dy+l.2dy+...

—f-i(dz-—i— L d*x+...> “+...
1.2 1.2

(2)

1
1.2.3

]
1.2.3

8)'+]—"‘8*y+ By +...= dy+-l—l—2d’y+ A3y +...
I

1.2 3

+Ay+'—l;A’y+ Ay +...

+ a (dz+—‘ d’x—a—...)
1.2

_= d Loy >+
2y Ly )

On déduit de 13, en se limitant aux éléments du premier ordre,
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du second ordre, du troisi¢me ordre, etc.; les formules sui-

vantes :
~6x =dzr +Ax, Sy =dy +Ay,
(3) 0tx = d2x + Atz — 22 dy, 82y = d?y + Aty +2adx,

¢
( Bx =dsz+ AMzr—3adly —3atdr, By=dsy+ Ay +3adiz—3ady,

Les formules (3) s’appliquent a un déplacement infiniment pe-
tit quelconque et permettent de développer en séries ordonnées,
suivant les puissances croissantes de «, les coordonnées x et y.
Considérons le cas od les axes Oz et Oy coincident avec la tan-
gente et la normale & une courbe et choisissons I'arc de cette
courbe pour variable indépendante. En désignant par o le rayon
de courbure de la courbe au point O, les formules (3) se trans-
forment dans les suivantes :

| 8z drx y

E.; = ?i—; +l———p-7

Sy _dy =

'd—s' = E; +§’ )
Yo _dz  ydo 3dy
dst  ds? p ds o ds
(4) )§’___}’ @y xdp 3dr
ds? ds? pds  pods
Bz _dix 4dy adydp 3 dw y [dig
ds? ~ ds3 )

By _dy

.............................................................

En désignant par z,, ¥4, Zy, V', Loy Yoy -+- C¢ que deviennent
dx d_y di:v dy . .
.+. pour s = 0, les relations fourni-
LYo ds’ ds’ dst’ ds?’ po ? (4)
ront pour z et y les développements suivants, ordonnés suivant
les puissances croissantes de s :

‘x:w.,—r— (.1'2,—4—1

r B ’ 2
S+< yOp__‘}{_"_)'s__*_.“’
(5)
x

)
\)s—l—( x"‘°,+§—'9>£+...

o3 ls

l Yy =)o+ (y’o —+
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Enfin, les relations (3) conduisent aux formules trés impor-
tantes qui assurent la fixité du point M dans le plan :

(6) dx + Az = o, dy + Ay =o,
et dans le cas particulier des formules (4) :

dz d
(6") 5= _PZ —1, d}; =

Ce sont ces formules et les formules analogues pour 1'espace
qui, établies par M. Cesaro (Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, p. 128;1886), ont été employées par lui avec tant de
succés, dans ses recherches sur Ja Géométrie intrinséque des
courbes gauches et des surfaces réglées.

Nous allons faire une application des formules qui précédent
a la théorie de la courbure des lignes orthogonales dans le
plan.

Courbure des lignes orthogonales. — Supposons que le plan
rapporté a deux systémes de lignes coordonnées () et (¢v) admette
pour élément linéaire 'expression

(1) ds? = f* du® + 2 fg cosO du dv + g2 dv?.

Soit M un point du plan correspondant aux courbes () et (v)
et M’ un point infiniment voisin correspondant aux courbes
(¢ + du) et (v + dv). Prenons comme axes mobiles deux droites
~ issues du point M, la droite M« faisant un angle ¢ avec la tan-
gente a la courbe (u), cet angle variant d’ailleurs d’un point dun
autre. Soient z et y les coordonnées d'un point quelconque du
plan par rapport i ces axes mobiles. Pour passer du point M au
point M infiniment voisin, on peut se déplacer d’abord suivant
« =const., puis suivant ¢ = const.; on trouve alors les for-
mules

8z = dw + g coso dv + fcosy du
1 A WA .
—y (L o) gde—y (L +¥) fdu,
y(Pu+s°)g v J’(Pv-*-‘l*)f u
3y =dy + g sing dv + fsiny du

\ b+x<—l +q’>gdv+z<l+¢')fdu.
] . e

P
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ou et o, désignent les rayons de courbure des courbes (u) et (v)
au point M, et I'on a posé

q;:?—'—e.

La caractéristique d se rapporte au déplacement relatif et la carac-
téristique ¢ au déplacement absolu.

Les formules (2) se simplifient si I'axe Mz coincide avec la tan-
gente a la courbe (). Il suffiL de faire p = o dans les formules
(2) qui, dans cette hypothése, se réduisent a

Sz =dx+gdv+ fcosbdu—y (gﬂ—c-f‘ilf) —y¥ fdu,
(3) Pu Pe

~ . dy du ,

oy =dy +fsm0du+.r,<gg— +fp~)+z0fdu.

. . . T . 3. .
Les formules (2) se simplifient encore si § = 5’ c’est-a-dire si

. , . ™
les lignes coordonnées sont orthogonales. Faisons donc § = >

nous obtenons

8z = dr + g cospdv — fsing du

(g Lof 55) —ro'(gdv+fdu),
Pu [

Sy =dy + gsingdv + fcosodu

+z (g? +f %) +z¢'(gdv+ fdu).

4)

Enfin, 'on peut combiner les hypothéses (3) et (4), c’est-a-dire

T . . .
supposer » = o, § = 53 on arrive alors aux formules trés simples

et trés importantes

3z =dr+gdv—y (gfiﬁ +f@>,
(5) Pus o Py
dv du

8y =dy + fdu+z (gp— +f—P—->-
u v

Si nous appliquons maintenant les relations (6) du premier
paragraphe, nous obtenons, pour la fixité d'un point, les condi-



tions suivantes

3—+fcos()—P— —fr¥ =o, 3—]~'+fsin6+—':f+fx6’=o,
(6) <« v

oz &y _ oy &

5‘; + & —p; =0, d() -+ ou =0,

et pour l'invariabilité de la direction I, m les relations

ol fm P om fl o

iy —fmb' = o, u —flo =o,
” o _gm _ om é'_l —o

dv pu ©oe Pu

Exprimons que les dérivées de { et de m, fournies par les rela-
tions (7), satisfont aux conditions d’intégrabilité

oo _oa om_oom
o ou  ou o0’ o Ju  ou ov’

on obtient ainsi

oL
p' 1
) ST T % T o + 5 (S =

Opérant de méme sur les dérivées de z et de y tirées des équa-
tions (6), on obtient les nouvelles relations

9g 9 Sfgsin®
EL+~—-(fcosO)+——P = o,

(dv(f )———(fsmﬂ)+fg(0'+—l:-+s-g%e)=o.

(9)

Si Pon part des relations (5) et que I’on opére de méme, on
arrive aux formules suivantes, trés simples,

(Efren  Gepten
) ) ow  pe ou 1
( ox _8 _, dy g% o

oy Pu ’ av Pl&

a  fm am  fl
- 5 u e T e, T
(7) ( a  gm _ om gl

i % Ten =

Ces formules constituent 'extension au cas des coordonnées
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curvilignes orthogonales des formules de Cesaro, qui n’avaient été
données jusqu’ici que pour le cas des coordonnées rectilignes or-
thogonales. Elles vont nous mener a des relations connues qui
sont, en quelque sorte, les formules fondamentales de la théorie
des surfaces de Codazzi, dans le cas ol la surface de référence est
plane. La méthode qui y conduit est d’ailleurs identique a celle
qui nous a servi a établir les formules fondamentales de la péri-
morphie et les formules de Codazzi (Bulletin de la Société Ma-
thématique, 1894).

Opérons sur les formules (6') et (7’), comme nous l'avons fait
sur les formules (6) et (7); nous obtenons

0 — 0 —

' Pe_ L tPu Lo VO
(&) s ov u +§:¢_i; Pu w=
(9') d_':'}‘:._j_‘_g, g‘[:‘fﬁr.

Ju Pu oy P

Au moyen des relations (9'), la relation (8') peut s’écrire

1 I
0 — — .
Pe Pr f&  f& _
(10) S % & o0 T ot -+ o = o,

et, si 'on pose
Sfdu=ds,, gdv =ds,,

la relation (10) devient

dEL dpL

1 {2 v

(11) Wdu+ 9 dv+-l—+ -
dsy, ds, ez 7 o2 =0

Elle ne différe que par les notations de celle qui a été décou-
verte par Lamé (voir Journal de U’Ecole Polytechnique,
XXIXe Cahier, p. 157, et Bertrano, Traité de Calcul diffé-
rentiel, p. 544).

Observons enfin que les relations (g'), donnant les expressions
des rayons de courbure pu €t p, en fonction des coefficients de
I'élément linéaire, conduisent immédiatement aux théorémes éta-
blis par M. Bertrand dans son 7raité de Calcul différentiel,
P- 541 et suivantes.



