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EXTENSION DU THEOREME DE FERMAT SUR LES NOMBRES POLYGONES;
Par M. Ep. MarLer.
I.

On sait que les nombres polygones d’ordre m sont de la forme
m
_— (3’ -_— z‘) -+ Z,
2

ol z est un eulier quelconque.
Cauchy (') a pu démontrer le théoréme de Fermat sur les
nombres polygones en s’appuyant sur le lemme suivant :

Lemme. — Soient k un nombre impair pris a volonté, et s un
autre nombre impair compris entre les limites

(1) V3k—2—1, \/4_/‘

On pourra toujours résoudre simultanément en nombres entiers

(') Exerc. de Math., t. I, p. 273, et Mémoires de U’Institut.
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les deux équations
(2)

k=124 ut+ 0% + w?,
s=4u +v +w.

Un lemme semblable (') a lieu quand k est impairement pair
et s pair quelconque.
Legendre a conclu de ces deux lemmes quelques théorémes (2)
perfectionnant le théoréme de Fermat.
On peut remarquer que, plus généralement, des théoremes
semblables ont lieu pour les nombres de la forme
a
s z? + -g r+ v, .
ol >0, a, B, 7 entiers, et ol a et B n’ont d’autre diviseur com-
mun que 1 ou 2 et sont  la fois pairs ou impairs. Il suffit évidem-
ment de considérer les nombres

2 g1y B
(3) SO+
Les raisonnements étant de tous points semblables a ceux de
Legendre, nous pourrons abréger.
Soit un nombre A qui soit la somme de quatre nombres (3)

a 2 a a
-t*+Et, -u’+Eu, -v’—}—Ev, -w’+Ew.
2 2 2 2 2 2 2 92
On aura
. a 3
A=<-k+ s,
(4 S k+3

‘Nous ne considérerons que les cas ol & et s sont impairs; les
cas ol k£ est impairement pair et s pair quelconque se traiteraient
de méme.

Réciproquement, A étant un nombre; donné, si I'on” peut dé-
terminer & et s de maniére qu’ils soient impairs, et satisfassent
a (4) et (1), Papplication du lemme précité donnera au moins une
décomposition de A en quatre nombres de la forme (3).

(') LeGENDRE, Théorie des nombres, 3¢ édit., t. II, p. 338.
(?) 7bid., p. 351 et suiv., théorémes V a IX.
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Or les inégalités
V3k—2—1<s <4k

donnent facilement si A> 2a

(5) —21—3{3—4—\/(fu+3§)’—4a(3a—6A)<s<—zB+2;/(3=+2Aa.

20 o

On pourra prendre A assez grand pour qu’on ait au moins A va-
leurs de s impaires consécutives satisfaisant & (5), A étant arbi-
traire; il est méme facile de trouver une limite inférieure de A en
fonction de .

Soient s, $5, ..., s\ ces valeurs, ky, ks, ..., k» les valeurs
correspondantes de k, enliéres ou non, tirées de (4) :

. 2A —fs;
(6) k= _a_p_'

Considérons les nombres 2A — @s;.

1° 2 et 3 sont impairs.

Sil'on a

2A —Bs;=2A—8s; (moda),

il faut, puisqu'ici « et § sont premiers entre eux par hypothése,
si—s;j=o0 (moda).
Or, s; et s; étant impairs, s; — sj est pair; par suile
si—sj=o (mod2aa).
Prenant alors

A2a,

on voil que o nombres consécutifs, pris parmi les nombres s,
S2y ..., ), donnent des valeurs de 2A — 3s; incongrues (mod ),
et par suite I'un d’eux, s, est tel que

2A — p.;’Eo (mod «).
Mais 2 A — B+’ est évidemment impair, en sorte que

2A — Bs'
a

k=

est impair.
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L’application du lemme précité a ces valeurs &', s’ donnera une
décomposition de A en une somme de quatre nombres de la forme
voulue.

Ce procédé donnera évidemment autant de valeurs de &/, s

s . A
u’il y a d’unités dans =- Donc
q y
a

Tatorime I. — Si o et B sont impairs et premiers entre eux,
tout nombre A, supérieur @ une certaine limite fonction de
aet B, est la somme de quatre nombres de la forme

B

o
-+ a>0).
2 2 (2>0)

On peut méme assigner une limite inférieure de A telle que
cette décomposition ait lieu de p maniéres différentes, p étant
arbitrairement choisi.

Sia= 5'21, ;3.:_—("1—_—)) » on retrouve le théor¢me V de Le-

2
gendre précité.
2° a est impairement pair, 3 est pair quelconque.
Par hypothése o et 8 ont pour plus grand commun diviseur 2.
Si si=s; (mod a), 2A —Bs;, et 2A— Bs; ont méme résidu
(mod a).

Considérons parmi les nombres impairs s, s3, ..., $ on

a a N . )
A2 S nombres conséculifs et les nombres correspondants de la

forme 2 A — ;. Ces nombres sont pairs el sont incongrus (mod ),

car
2A —Bs;i=2A—fs; (moda)

Esizgsl (mod ;)

2

donne

B

et, puisque :

a . . .
et : sont 1c1 premiers entre eux,

a
S =S8y <m0d5>7

ce qui est impossible, s; — s; étant pair et < 2. Donc I'un de ces
nombres 2A — 35’ est = o (mod 2). 2 élanl impairement pair,
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k=

suite

2A —Bs' . o . . .
A —BY era impair si 2A — ¢ est impairement pair. Par
a

Tutorime II. — On a un théoréme semblable au théoréme I,
a étant impairement pair, quand A est impair et B pairement

pair, et quand A est pair et B impairement pair (g et g pre-

miers entre eux) .

L’un de ces deux résultats comporte une extension partielle du
théoréme VI de Legendre.

3° a est pairement pair, 3 est impairement pair.

Considérons encore parmi les nombres impairs s, sz, ..., 5,

o a a o
ou A2 33 nombres consécutifs, et les nombres correspondants
- a . .
de la forme 2 A — Bs;. Les y premiers d’entre eux sont incongrus

(mod «), car on aurait sans cela

2(51—31)50 (mod g),
d’ou
Si—S;=o0 (mod g)_-
2

Dés lors, si ces % nombres sont tous = o (mod 4), ou si A est
impair, 'un d’eux 2 A — Bs' est =0 (moda), et

__2A -3¢
- a

k!

Si k' est impair on obtient une décomposition cherchée du
nombre A. Si k' est pair on considérera

et

P Gt JTV VRS

@ a 2 2

k" sera impair et I'on obtiendra encore la décomposition cherchée.
Donc :
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Tutorime 1. — On a un théoréme semblable au théoréme I,
quand o est pairement pair, B impairement pair et A impair
(; et ‘2—3 premiers entre eux) .

Ce résultat, joint a I'un de ceux obtenus au théoréme II, équi-
vaut a une extension compléte du théoréme V1 de Legendre.

Il nous suffira maintenant d’indiquer qu’en appliquant le se-
cond des lemmes précités on obtiendra par la méme méthode des

résultats du méme genre comportant des extensions des théo-
rémes VII, VIII et IX de Legendre.

II.

Des résultats analogues peuvent s’obtenir pour les nombres de
la forme

E x4+ E x2.
2 2

Il suffit de s’appuyer sur le théoréme suivant ('), dd a Liou-
ville :

Tratorime. — Soit 2n = z22+ )2+ 32+ 12; si ’on pose

2x,=x+;y+z+t, 20y =— T+ Y+ 3+t
2Y1=2+y—3z3—t, 2Ys=—T+y—3—1,
7) 281 = —y+3—¢, 2%y =— T —y+35—1,
2ty =r—y— 3+t 2ly =—x—y —3+ ¢

les nombres

T, Y zh‘ t; ey Y, b
seront entiers aussi bien que z, y, 5, t, et I’on aura, en posant
St= 2ty 42
(8) Sot =Sz} = 32},
(9) 6n? =Szt + Zx} + S},

Liouville en a tiré ce corollaire :

(*) Voir L Besauke, Exercices d’Analyse numérique, librairie Leiber et Fa-
raguct, Paris, 1859, p. 113.
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Corollaire. — Tout nombre est la somme de '3 bicarrés au
plus (8£53).

En effet, soit 64+ r, (#<5), un nombre quelconque; on sait
qu'on a ‘

(io) o k=fr4+ g2+ Rty e2,

et en remarquant que 7 est la somme d’au plus 5 bicarrés égaux a
I'unité, et appliquant la formule (g), on obtient 6k —+ r sous la
forme d’une somme d’au plus 53 bicarrés.

Mais I'on peut en tirer quelque chose de plus.

D’aprés (8) et (9), le théoréme précédent donne

6n2=Zot+ Szi+ Sai,
6n =Zx*+ Sxr}+ Tzl
simultanément.
On aura donc simultanément

6fr =t + Sz} + Zxi, 6f =22 + 32} + Zx},

(0 V6gr=a" + 2} + 2P, 6g =322+ 22 + 2,
6ht= 2" + Zx{*+ Tk, 6h =32+ 2|+ Sz,?,

\ 6er= 2"+ 2ot + 22y, 6e =Za"i4+ Tzt a2

D’ailleurs, 'unité étant a la fois un bicarré et un carré, on voit
que les deux nombres

6(fr+ g2+ h2+e?)+r, 6(f+g+h+e)+r

seront respectivement la somme de & bicarrés et carrés corres-
pondants.

La forme de ces nombres suggére de suite 'idée d’appliquer
les lemmes précités de Cauchy et Legendre : nous nous conten-
terons d’appliquer le lemme de Cauchy.

D’aprés ce lemme on peut déterminer f, g, h et e de facon
que (10) ait lieu en méme temps que

(12) l=f+g+h+e,
k et [ étantimpairs, pourvu que

(13) \/3/;——'),—-l<l<y/:’,_/.:.
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Dés lors, posant

(3A=56k+361
2 2
(14) ou

A=ak+Bl

(x>0 et B étant a la fois pairs ou impairs et n’'ayant d’autre
commun diviseur que 1 ou 2), si I'on peut déterminer & et / en-
tiers impairs et satisfaisant a (13) et (14), le nombre 3 A sera la
somme de 8§ — 5 nombres de la forme

(15) gz‘+-§w’

et, en posant

(16) r’=tr+%r=r
le nombre 3A 4/’ serala somme de 8 — 5 4+ r nombres de la
méme forme (13).

D’abord on voit encore, par des inégalités analogues a (35),
qu’on peut prendre A assez grand pour qu’on ail au moins h va-
leurs impaires consécutives de / satisfaisant a (13), A étant arbi-
trairement choisi.

Soient ¢, Iy, ..., & ces valeurs, ky, ki, ..., k) les valeurs
correspondantes de &, entiéres ou non, tirées de (14).

1° a et 8 sont impairs.

‘En prenant A2« et A pair, on trouve encore une valeur de k&
enliére et impaire, telle que (14) ait lieu.

Tout nombre pair 3A est donc ici décomposable en 8 — 5
nombres de la forme (15). l.es nombres 3A -+ 7/ (A pair) sont
décomposables, d’aprés (16), en & nombres au plus de la forme
(15) et Pon peut dire :

Tatorime V. — Soient o et B entiers impairs et premiers

+B

. a
entre eux; suivant que —— aura avec 6 pour plus grand com-

mup diviseur 1, 2,3 ou6, on peut prendre a' asses grand pour
y U
que tout nombrede la forme 6a+1",avecrespectivement aZa',



" égal a :
o, 1, 2, 3, 4 5
o, 2, 4
o, 3

0,

soit la somme d’au plus 8 nombres de la forme

LI (8£53).
2 2

2° « est impairement pair, 3 est pair.

A est pair; on pourra encore lrouver / impair et tel que
A — Bl=o0(mod a). Alors

sera impair si A — 1/ est impairement pair.
a

+ . . . . .
p sera palr ou lmpalr suivant que p sera 1m-

De plus, ici, 2

pairement ou pairement pair.

Tatorime V. — Soient a impairement pair, B pair et g et g

premiers entre euzr.

. . . @+ . .
Quand B est pairement pair, suivant que — B, qui est im-

pair, aura avec 6 le plus grand commun diviseur 1 ou 3, on
peut prendre a' asses grand pour que tout nombre de la forme
6a+ 1" avec a2 a' et respectivement r’ égal &

o, 1, 2, 3, 4, 5
o, 3,

soit la somme d’au plus &' nombres de la forme

LN (3'< 59).

2 2

Quand B est impairement pair, suivant que “': B, qui est

pair, aura avec 12 le plus grand commun diviseur 2, 4,6 ou 12,
on peut prendre a' asses grand pour que tout nombre de la
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SJorme 2(6a +1") avec a2 a' et respectivement 1 égal &

o, 1, 2, 3, 4 5

0’ ?‘1 i
o, 3
o .

soit la somme d’au plus 8 nombres de la forme

2 by B, (3553).
2 2

3° a pairement pair, 3 impairement pair.

On peut encore trouver / impair et tel que A — B/ = o(mod «),
si A impairement pair. Si

k= —->

-2

. . . ; -4
n’était pas impair, en posant I'={+- -,

w=A—Bl_B_, B
o€ 2 2
est impair.

‘r.a . .
Ici 2F est impair.
2
Tatorime VI. — Soient a pairement pair, B impairement

. a [ . o a+fB .
et - et & pr r :
pair et 3 ¢t g premiers entre eux : sutvant que o qu est
impair, aura avec 6 le plus grand commun diviseur 1 ou 3, on
peut prendre a' assez grand pour que tout nombre de la forme

6a—+ r" avec a2 d et respectivement r' égal a

o, 1, 2, 3, 4, 5
o, 3,

soit la somme d’au plus &' nombres de la forme

a B

bl OV ST Y T r<
o+ 57 (8'<59).

XXIII.
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