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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LA COMPOSITION DES LOIS DE PROBABILITE DES ERREURS
DE SITUATION D'UN POINT SUR UN PLAN;

Par M. M. p'Ocacne.

Le but de la présente Note est de faire connaitre la démonstra-
tion de résaltats qui ont été présentés a I'’Académie des Sciences
dans la séance du 5 mars 1894 (Comptes rendus, t. CXVIII,
p. 519).

1. — LeMME ANALYTIQUE.
Posant

Uy, uz) = @ u} +2buju; +aul +aciuy + 203Uy + d,

considérons la somme de tous les éléments infiniment petits de

la forme
B e—Plenus) dug duy

tels que u, + u, soit compris entre ¢ et ¢+ dt. Cette somme

pourra s’écrire
x t+dt—u,
I=f f e—9u du, du, .
—® Yi—u,

Cette intégrale a pour valeur principale

I = dtf” e—\teg,t—u,) du,.
On a d’ailleurs

s !l =a;—2b + a,,
o(uy,t —uy) =1lul +2mu, +n, avec { m= (b — ay)t+ (¢; — ¢3),
n=ast?+2ct+d.
Décomposant cette forme quadratique en une somme de carrés,
on a ‘

- . It
?(uht—ul)=<\/lu,.;_%)_+n lm.

L'intégrale précédente devient donc, en posant y/lu, + = = ¢,

_nl—m’ 1 ® “l
I=dt.e ¢ — e-** dp
Lo

= nl—m?*
= ‘/E e I dt,
l

XXIIt. b3
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ou, en remplacant /, m, n par leurs valeurs ci-dessus et ré-
duisant, o '

) ) - (A, ag—=0334-2(a) Cy+015Cy—b(Cy+Co)] -4 (A ~2b+ag) —(Cy~—4)? dt
i = —_——— —
( a — 20 +as ] X ay 2b+ay )

2. — ERREURS A UN PARAMETRE.

Avant d’aborder le probléme principal que nous avons en vue,
traitons le cas particulier des erreurs & un paramétre.

n causes d’errcurs agissant isolément donnent naissance
auz lois de probabilité exprimées (pouri=u,2, ...,n) par

%
Pi= \/;; e—%xidz;.

Déterminer la loi de probabilité des erreurs lorsque ces n
causes agissent simultanément, mais indépendamment les
unes des autres, ¢’est-a-dire lorsque leurs effets s’ajoutent.

Prenons d’abord n = 2.
La probabilité, pour que I'on ait un écart compris entre z et

z + dz, est donnée par

\/a|—a, L) +dxr—x,
pP=— f e—(axi+asr}) doy d.r,,
L —w Y Xr—rx,

ou, d’aprés la formule (1), dans laquelle on fait u, = z,, ;= z,,
t=z,a¢, =0, a3 =03, b=c,=ca=d=o,

LA .
1 oy a - at
p=7 2 gTwra” gy,
V= ay + ag

qui, lorsqu’on pose
%1%
- ay + ag ’

est bien de la forme

(2) p= ‘/13_‘ e~az* dp.
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La relation précédente peut s’écrire

On en déduit immédiatement que, dans le cas général, on aura
encore une loi de la forme (2), « étant donné par

i

n

(3

R -
8=

I

i

Puisque I'on a, d’'une maniére générale, en représentant par «;
I'erreur probable correspondant a la probabilité p;,

"ii\/;_i ='07!|769" i)

la formule (3) peuat s’écrire

i=n

n'=2n?-

i=1

Ainsi se trouve démontré rigoureusement, lorsque I'on admet la
loi de Gauss, le théoréme bien conmi : Lorsque diverses causes
d’erreurs s ajoutent, le carré de Uerreur probable résultante
est égale a la somme des carrés des erreurs probables com-
posantes. '

3. — ERREURS A DEUX PARAMETRES.

n causes d’erreurs agissant isolément sur la position d’un
point sur un plan donnent naissance aux lois de probabilité
exprimées (pour i =1, 2, ..., n) par

pi= ‘_/_Ei' e—tox] 1 Buxyiryd) doydy;  (ob 8; = a0 — B},

déterminei- la loi de probabilité des ‘erreurs lorsque ces n
causes agissent simultanément, mais indépendamment les
unes des autres, c'est-a-dire lorsque leurs effets s’ajoutent.

Supposons d’abord n = 2.
La probabilité. pour que les écarts (z., y\) et (z,, )2) se
produisent simultanément est le produit p, p, et I'écart résul-
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tant (z, y) est alors tel que =1, + 23, ¥ =y, +y,. Donc
la probabilité totale pour que cet écart se produise est donnée par

“ - Vi

= H,
avec

» © r+dr—2'y
(5) H= f f'
— Ve Yr—x,

y+dy =y
[ e~ (o, x}+2B, 20y +Y1 )+ 0T i+2 B0,y +Ya ) drydy,dz,dy,,
bt A 1
Posons

© +d..r—.r,
| =f f' 8"(“izf""ﬁi‘ﬁf:"ﬂc)'{"‘azzf“"3111.7:"'7:.7") dz'i dz-i.
— Ya—r,

Cette intégrale est de la forme de celle qui a été calculée dans le
lemme, lorsqu’an fait dans celle-ci

Uy = oy, Uy = Ty, t=ux,
ay=2z, b=o, a=u, =Py, =Ry, d=nyi+yri
Par suite, la formule (1) donne ici

o a2+ 2%, Baye+oaBay Jr-HY Y D+ a— By —Barat
1= e Oy +0ty dr.
oy —+ g
. On a maintenant
T
(6) H=¢/ Jdz,
Xy —+ Xg
avec .

*° +dy -y,
J= f f e—1Tsla+a) By +28, 8.y 1yt Ysle+ o) —BElys+22, 8,2y + 22, Baxys +- 00y 2y 2 dydys
—o Y=y

intégrale encore calculable par la formule (1) ou 'on fait

U =Jx1,

Uy = Ys, t=y’
. — @12 a4 ay) — B2
a,=£ﬂ_iu, p— _P1Be a’='(!( 1+a3)—B}
oy + ag 2y + ag ay. -+ ag
X xr a x ay &
o = bz o= 21Brz LT, Ny
a2y 4 Ay Ay + Ay

xy -+ ag
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On obtient ainsi, aprés réduction,

(g + ag)

J=‘ (g +23) (Y14 y2) — (B1 + B2)?

e—t\axt+2Bry+yy?) dy,

avec
_ %1% (Y1 +ve) — (21 B} + 2281)
(a1 + a2) (71 + Y2) — (B1+ Ba)?’
(7) B= ?zﬂx*{t+§1¢:‘(z— B1Ba(B1+ Bs)

(2 +as) (71 + Y2) — (By + B2)?’
' :"{1‘{1(0‘1+11)"(Ylp;+'ﬁpf)_
VT T @+ a2)(T1+12) — (B1+ B2)?

Portant cette valeur de J dans (6) et la valeur de H ainsi obte-
nue dans (4), ona

6|3g
8 =
@) » \/(al 4+ a3) (Y1 + v2) — (B1 + B2)?
Formons I'expression 8 = ay — 2.
Pour cela, remarquons que, si nous posons
’ q q ’ p

e—lax*+2Bxy+1r" do dy.

(a1 +a2) (1 +v2) — (B1 + B2)* = D,
les formules (7) peuvent s’écrire
az‘{i -+ 81‘{: .

~ ~ ~ N
011|+0112’ O,BI—}-b‘pg
b

(9) a:——D—-— p: _T_— 1=
Dés lors
3= (821 + 01 23) (821 + 8172) — (8281 + 8, B,)?
- D
— 8182(53, +32+“|‘{2+12'{1 — 231‘32).
D2

Mais on vérifie immédiatement que
81+ 8 + ayys + 297y — 2B, B2 = D.
1l vient donc
(10) ¢ =
et la formule (8) devient
Vi

(11) p= = e—(ax+2Bxy+yy?) dz‘dy.



On retrouve donc bien une loi résultante de méme forme que les
deux lois composantes, les paramétres a, 3, y étant d’ailleurs dé-
finis par les formales (g).

Pour étendre ce résultat au cas de n causes d'erreurs, transfor-
mons ces formules en y remplagant D par sa valeur tirée de (10).
Nous voyons alors qu’elles peuvent s’écrire

2

1%

ay %2 E={31_' 't

8, 8, 6 1

(12)

o R
i
|
.I_
L

-+

o)N=-2

8.
- 3
Oz .

o2
-
o2

2

Dés lors, effectuant de proche en proche la composition des n
lois d’erreurs, on voit que 1'on obtiendra encore la loi représentée

par la formule (11), les paramétres o, 3,  étant déterminés par
les formules

i=n i=n =n

(13) S E- TN ) ) N
s 3: 3 7 3 3
i=1 i=1 : i=1
Pour tirer de la a, 8 et v, posons
i=n i=n p i=n
i i Vi
S ’ S ’ o
i=1 i=1 =1
Nous avons alors
1=az\, 3:88, _—-_-oC,

d’oti 'on déduit, en posant AC — B2 =4,

P LEN

Il

ou
1 = 3JA.

Les formules précédentes deviennent alors

A B G

(14) a:-s, p:—, Y= -A_.

Ce sont ces derniéres qui permettront de calculer «, 8, v en
fonction des a;, 3, v..



