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DÉMONSTRATION DE L'EXISTENCE DE L'INTÉGRALE D'UNE ÉQUATION
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRE;

Par M. IVAR BENDIXSON.

Etant donnée une équation différentielle

«) â-^^)'
la méthode d'approximation de Caudry met en évidence Inexis-
tence d'uncintégrale qui, pour X=XQ^ prend la valeur j'o,. si
Fon ne fait sur la fonction f que les hjpolhèses suivantes : dans
le domaine

(2) \ X — X Q \ <ô, |y—,ro|<o,

la fonction y est continue; il existe une quantité positive k telle
qu'on ait

i/(^y)--/(^y)i<^iy-^,
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y\ y et x étant des valeurs des variables appartenant au do*
maine (2).

Quand il s'agit de la démonstration de Inexistence d'une inté-
grale de Inéquation aux dérivées partielles

as àz ., .^+^/^.y)=o,

qui, pour x == XQ^ soit égale àyo? °n se borne, en général, à en
établir Inexistence dans le cas où/est une fonction holornorphe
des deux variables. En étudiant la méthode d'approximation de
Cauchy de plus près, il n'est pourlant pas difficile de remplir
cette lacune et d'en tirer une démonstration de l'existence de
l'intégrale, en ne faisant sur la fonction/d'autre hypothèse que
celle d'être elle-même continue, et d'avoir sa dérivée première
par rapport à y, f'y{x^ y), continue, pour les valeurs de x et y
appartenant au domaine (2).

Cette hypothèse faite, nous prouverons, en euet, que si

y^^(v,TQ,Y^

représente l'intégrale de l'équation (i), qui, pour x == .2*0, prend
la valeur yo< celte fonction regardée comme fonction des con-
stantes d'intégration x^^y^ satisfait à l'équation

àv cly0) ydyj^y9^^
Soit, à cette fin, M ta valeur absolue maxima de^A', y) pour

les points du domaine (2) et p une quanlité positive satisfai-
sani aux inégalités

^ ?4-
Considérons une valeur de x pour laquelle | x—jro[<<p, et

partageons l'intervalle x^x en intervalles x^x^ x^x^^ ...,
Xn ,.\Xn{xn == *r). Formons ensuite, conformément à la méthode
de Cauchv, les équations

y\ —}'o ==/(^o,^o)(^i —^o^
}'î —j'i ^.A^yi)^ —y\),

y^—^-,t-i == /(^/t-i,,r/t-i) (^— .r,i-i,(,
xxiv . î6
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on aura

\\myn ̂ y = <Ka-, ^o, Yo).
n == no

Avant d'aller plus loin nous établirons le lemme suivant ;

Soit f(^,y) une fonction de x et y continue pour tous les
points du domaine ( 2 ) ; on aura

n-l .̂
lim VyC.rv.^vX.yv+i—^v)^/ ?[^ ̂  ^.To)] ̂ -n ;== «o A» •^•y

v=p ^

Ajant fixé un nombre positif <r aussi petit que l'on voudra, on
peut toujours, en effet, déterminer une quantité positive e suffi-
samment petite pour que Fon ait

l?(^,y)—?(^y)l<^

tant que \y9 — y \ <^ s, y', y, x étant des valeurs quelconques sa-
tisfaisant à (2). Mais on sait de plus ( 1 ) qu^on peut prendre les
intervalles de division suffisamment petits pour qu'on ait

|yi — ^(a-v) 1 < s» </ === i , 2, . ..,

d'où l'inégalité

1 ?(^V»yv) — ®[^v» ^(^v)] 1 < f-

On voit que cette inégalité entraîne la suivante :

n—l n—t

V?(v»yv•)(trv-^-l—•rv)—^?[.yv,(K•yv)](•yv+l—.^v) < ^?<.v^v^^v-n —^) —^Yl^v^YV^v^
v=o v==o

En prenant la limite des deux membres, et en observant que y
est une quantité aussi petite que Fon voudra, on trouve enfin

lim Vo(.Tv,yY)(.zv+.i —.Tv)—- / ^[x^(x)}dx= o.
/» = » -— Jjtyv=o B

Ce lemme établi, étudions maintenant y comme fonction de yo-

(') Vol^f par exemple, PICARD, Traité d} Analyse, t. II. p. 29^, agô*
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On a

^ =*-4-/;(^o,yo)(.yi-.yo),

^ ==I•+•/y(•yl..rl)(^2—^

<^/<
-/y(^-l»y/t-l)(^—^/t-l).^y/i-i

Donnons à yo un accroissement Ayo, et désignons par Ay<,
^ya? • • • ? Ay,,, Ay les accroissements correspondants des fonc-
tionsy^ya, ...,y,,,y.

On aura Jes équations suivantes

——1 ^ *-+-/y(^o»yo-+-9o^o)(^i--.yo)»

^ ==i-t-/;(^,yi4-b,Ayi)(.r,-.r»),

^^/*
T-—— = 1 -^fy(.^n-l,yn-i + 0,t-i Ay»-i X ,̂, — ̂ -i ),
—^rt—l

où 9o, O i , . . ., 6,,_i sont compris entre zéro et l'unité. Je dis
maintenant que si Fon a fixé un nombre positifs aussi petit que
l'on voudra, on pourra toujours déterminer un nombre positif s
tel que l'on ait

1 A^v| <7 (\ == I , 2, ...),

tant que j Ayo [ < 2, | ̂  — ^o | ̂ -

Observons, à cet effet, que pour | Ayo | < ° < | •r — -^o | < ^» o"
sait (1) qu^on a

|^4-Ay,-yo~Ayo|<^

d^où l'on conclut queyy+ Ayv appartient au domaine (2).
En désignant par M' la valeur absolue maxima def^.(x, y) pour
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les points de ce domaine, on aura

Ayi
Aro
Aj^
An

< i + M(^ -^o) < ̂ M(•r•-r«),

< r-4- M(.̂  --^1) < ̂ '^-^S

d'où l'on conclut que

^k^
^J^ î V == I, 9., . . ..

MP

Nous n'aurons donc qu'à prendre £ moindre que veT ï pour
que l'on ait

Ayv 1 < s,
tant que | Ayo[< £*

Ce point établi, la démonstration est immédiate.
Ayant fixé une quantité positive T aussi petite que Fon voudra,

on voit aisément que l'on peut déterminer <r assez petit pour avoir

| log[l +/v(lz•V<>'V -+- ̂ ^)(^+l —— ̂ v)] ——//(^V^V X^V-H ——^) | < T 1 a^H-1 —— ^v

tant que | Ayv l^ T* D'après ce que nous venons de démontrer,
on peut alors déterminer un nombre positifs, tel que l'on ait

log- -p±1 —/; (^,,rv) (.yy-H — ^v) < ̂  | •yv+i — ^v [,ay^

tant que | Aj'o [ < e.
En faisant la sommation depuis v === o jusqu'à v == n — î , on

parvient à

\^^}0^^— -^/^(^vyvX^v+i—^) <^?.

Si l'on fait croître le nombre des points de division de l'inter-
valle x^x^ la limite de Ay,, sera Ay et, avant égard au lemme ci-
dessus établi, on pourra écrire

Ar F /;[.»•, ̂ .»-,ur
-^-= e^^^ e^P,
Ayo I ^K Î .

Faisons ensuite tendre £ vers zéro, il s'ensuit que T tend vers
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zéro, ce qui conduit à l'égalité

(4) J^^C^^
^0

D'une manière tout analogue, on obtient l'équation suivante

à y Ç fy[^(r}]d.v
^--/Wo)^^

et ces deux équations mettent en évidence que la fonction y sa-
tisfait à l'équation (3).

La fonction y == A(.c, Xo, y^) se réduisant à yo pour XQ = x^
on aura l'intégrale la plus générale de l'équation (3) qui, pour
XQ == *r, se réduit à y(yo)i f étant une fonction quelconque pos-
sédant une dérivée, si l'on prend

z == o[^(a-, .ro,JTo)1.

L'équation (4) me semble enfin offrir de l'intérêt en elle-même.
Dans le cas où l'on peut déterminer une fonction ÎD satisfaisant à
l'égalité

à's à^,l-r^f(a•^)=f^a•'^
l'équation (4) s'écrit

àv—J— == efLï'' y^ ~~ ? ;•r"v">

^ro
équation qui pourrait servir à l'étude des propriétés de l'inté-
grale de l'équation (i). La fonction (JL = e~^ satisfaisant à

^ _ à[y.f{x, y } } __
àx ' ôy -oï

on voit que e'^iy^ est un multiplicateur de l'équation (i).

FIN Dlî T O M E X X I V .


