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SUR LA REPRESENIATION NOMOGRAPHIQUE DES EQUATIONS
DU SECOND DEGRE A TROIS VARIABLES;

Par M. Maurice p’OcacnE.

Soit I'équation du second degré a trois variables la plus géné-
rale

n a,a} + a2} + azal +2bjas 23+ 2by03a,

+ 2bgay 23 + 2¢c1a) + 2Csa3+ 2Cc3a3 + d = 0.

Je vais démontrer que la condition NECESSAIRE ET SUFFISANTE
pour que cette équation soit représentable par un abaque
formé d’un systéme de cercles et de deux systémes de droites
paralléles est que 'équation (1), oit les variables a,, oy, o3
sont prises pour des coordonnées courantes, définisse une sur-
JSace coupée par l’un aw moins des plans de coordonnées sui-
vant une ellipse, d’ailleurs réelle ou imaginaire.

Supposons que nous puissions mettre 1’équation (I) sous la
forme

(kzas+ kea3)?~+ (hyag+ haas)*+2(hiay+ ki) (kzas~+ ke 23)
+2(hyay+ &) (hsas+ hyas) + p(a12} + 2c1a1+d) = o,

(1)

les & et les k étant des coefficients & déterminer, p un paramétre
dont nous disposerons arbitrairement.
Nous poserons alors

(1) x = kyas—+ kyas, Y = hsas+ hyay, (2)

et nous n’aurons qu’a éliminer d’abord «, et «; entre (II), (1)
et (2), puis, respectivement, a, et oz entre (1) et (2) pour obtenir
les équations des trois systémes d’isopléthes suivants pour I'équa-
tion (II), c’est-a-dire pour (I),

(a1) 22+ y2+2(hyay+hk)x+2(Riay+ k) y+p(ajat +2cia+d) =o,
() hyw — kyy = (hoks — h3ky)as,
(a;) . /l;x—k;y:(’lakg—hzk;)a;-
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Le systéme (a,) est, on le voit, composé de cercles ayant leurs
centres en ligne droite et dont ’enveloppe est une conique. Les
systémes (a,) et (a3) sont composés de droites de direction con-
stante dans chacun d’eux.

L’équation (1) sera donc représentable par un abaque ainsi
constitué chaque fois qu'on pourra déterminer, pour les coeffi-
cients h et k, des valeurs réelles rendant (II) identique a (I).

L’identification de ces deux équations donne

(3) K3+ hi=pay,
(4) ki+ hi=pas,
(3) kaks + hehs = p by,
(6) hyks+ h'y hy = pb,,
(7) hyks+ hYy hs = p b3,
(8) kiks—+ Ky hy = p ey,
(9) ky ks ki ha = pc,.

Les trois premiéres de ces équations ne contiennent que les
quatre inconnues Ay, ky, k3, k3. Nous allons voir si nous pouvons
disposer de 'une de ces inconnues, de facon que ces équalions
nous donnent des valeurs réelles pour les trois autres. Une fois
que nous aurons obtenu ces quatre coefficients, les équations (6)
et (7) nous donneront linéairement 4, et &', et les équations (8)
et (9), ky et k.

Tout revient donc & résoudre le systéme des équations (3),
(4) et (5), en se donnant arbitrairement l'une des inconnues, k;
par exemple.

L’équation (3) donne.d’abord

hs=Vpa; — k3.
Cela exige que ) T

pas—ki>o,

inégalité a laquelle on peut toujours satisfaire puisque la valeur
de p est choisie arbitrairement. On voit que p devra nécessaire-
ment avoir le méme signe que a,.

Eliminant maintenant %, entre (4) et(5), on obtient, en tenant
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compte de (3), I’équation

ask} —2bikyky+ 0(b} — azay) + a3k} = o.

La condition nécessaire et suffisante pour que cette équation
ait des racines réelles est

b}k — as[p(b} —asas) + azki] >o
ou
(k3 — a2p)(b6} — azas)>o.

Or, nous venons de voir que le premier de ces deux f{acteurs
doit nécessairement étre négatif. 1l faut donc que le second le
soit aussi, c¢’est-a-dire que

b} —aya; <o,

ce qui exprime que la surface définie par I’équation (I) est coupée
par le plan «, = o suivant une courbe du genre elliptique.

Telle est la condition nécessaire et suffisante pour que le pro-
bléme ait une solution réelle. Mais, si elle est remplie, on voit que
I’on peut donner a k; une valeur quelconque. Nous prendrons

k3 = o.

Dés lors les équations (3) a (9) donnent successivement

hy= Pab

P azbz—bl bs
—_—————)
as ‘/aza:‘_ b}

k’. = \/‘-lg; C3,

ko= P asc;— byc,
= R iihod hd S o8
Az \/azas-b}
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Portant les valeurs de ces coefficients dans les équations des
isopléthes (a,), (x2) et («3), on obtient

s 24 yr 4 2‘/~————p—-———,—)‘[(a,b,—b‘1b;)a, “+ascs—bica)}x
1

as(asas—b

(ay)
+2\/az(b,a1+ c2)y +p(ara} +2aciay +d) =o,
2

(as) b,z—\/a,a3—b}y=—-Vpa,(a,a;—b})a,,

(a) x=‘/w_—_b__> a.

as

A titre de vérification, prenons 1’équation

Nous avons ici
I 1 1

ay= a2’ as= B’ as = a’

b1=bg=b3=0‘=03.=03=0, d=—1.

Prenons, en outre, p = a2.
Les équations des isopléthes deviennent alors

(a1) r*+4yrt+al —ar=o,
(a2) Y= %“h
(23) z== %3.

La vérification est immédiate.



