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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR L'EQUATION DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR;

Par M. A. BouLANGER.

Considérons I'équation qui régit la propagation de la chaleur
dans un corps, sous la forme

o2u Nu Bu ou

) U= T am T ael  am
Proposons-nous de trouver tous les systémes de quatre fonc-
tions Xp(m=n,2,3, 4) desvariables x;(i=1, 2,3, 4) et d’une
Sfonction F de U et des variables x;, telles que si l’on remplace
les quantités X, en fonction des variables x; dans une solu-
tion quelconque U(X,, X,, X;, X;) de U'équation
02U 02U 02U oU

(2) 30U = -—

D SR> CHRP> TR S

la fonction u(zy,xs, x5, 2;) =F (U, z,, x,, x5, ), ainst ob-
tenue, vérifie Uéquation (1) ().

A cet effet, calculons le premier membre 3u de 1'équation (1) a
laide de V'égalité u(z,, z,, 23, ;) =F (U, 2, 22, 23, ;). On a
évidemment

ou _ JF U JF
oz; 0U dz; = oz
02w JF 92U  o2F (aU>= 02F oU  oF

0z} = 0U dz7  oUE

oz:) 20Uz oz  amd’
m="
oU U Xy
oz 2 0X,. oz;
m=1
m=k m,n=b m=s
02U _ g 22U /09X, \2 U X 0Xp oU 09X
0z} e 0X3, \ Oz 09X, 0X,, Om; o X, 02t
m=1 m,n=1 m=1

(i=l:2v 3,4)

(') M. Painlevé s’est posé cette question pour I’équation de Laplace AV =o,
dans un Mémoire sur la 7ransformation des fonctions V(z,y, ) qui satisfont
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Posons maintenant

i=%
N /00X, \ 2
=3 (%2)
;:3 (myn =1,12,3,4).
r N X X,
e ox; Ox;

i=1

Nous aurons de suite
oF YoooaUu U "~ U
p— —_— 2 —_ —_—
du= 3g [ ("'" Xzt 6X,, 8X"'> + X kmn X ox,.]
%

1 m,n=1
0 F W\ S U U
—_— 2 —_ —_—
+ ovz[ h'"<ox,,,> + 2 kmn 5% ax,,]

33 3
1l IIMII

m=1 m,n=1
m=% i=3 i=3
LN U ?F 0Xp, ?F _ OF _ .
- X, oUoz; dx; ﬁf oz, ~
m=1 i=1 i=1

Il faut que cette quantité ® s’annule identiquement si U est
une solution de &'U = o. Si donc on remplace dans ® les z; en
fonction des X;, on doit avoir identiquement

»=S?%U,

et, comme & gardera la méme forme si I’'on y conserve les varia-
bles z;, il faut que I'expression ci-dessus de ® soit de la forme
S&'U. Cette condition nécessaire remplie, Su=o entrainera
¢'U = o, et réciproquement.

Les conditions d’identification sont

(n hi=h}=nh},

(1) R} =o,

(HI) Ii'm,n=0 (m)"=l’2) 314):
02F
Uz~ %

Cette condition montre que F est une fonction linéaire de U,

F= AU+ B,

a Uéquation AV = o (Travauzx des Facultes de Lille, Mémoire n° I, 188g).
M. Lacour, dans sa seconde Thése, a traité un probléme moins général pour
I’équation de la propagation de la chaleur dans un plan; sa solution serait fort
abrégée par le mode d’exposition indiqué ici.
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A et B étant des fonctions des z;. Les conditions suivantes s’écri-
vent alors

n=3
1 A 0X,, _ _

(1V) ;ASX,,,+ o, o, =o0 (m=r,2,3),
n=1
& oA oX

I 2 97 o0Rs

V) aA(sx‘+h')+Z 0zp 0z

n=1

SA =0, B =o.

On peut supposer B identiquement nul; en effet, si AU + B ré-
pond au probléme, AU y satisfait aussi.
Si l'on se limite au cas des fonctions réelles, la condition (I1)

montre que X, ne dépend que de z,, en sorte que la condition

(V) se réduit a

X
h} = E‘ia

et les conditions (IlI), ou figure l'indice 4, sont identiquement
vérifiées.

Considérons z, comme un paramétre; les conditions (1) et les
conditions (III) restantes sont celles qui définissent la représen-
tation conforme de l'espace avec proportionnalité des éléments
ey
ox,
Les figures étant alors semblables peuvent étre amenées & coin-
cider par un déplacement suivi d'une homothétie de rapport H.
On a donc

linéaires, le coefficient de proportionnalité étant H =zt

i=3
xm=Pm+Hzamlzi (m=1,2,3),

i=1

les coefficients a,,; étant les cosinus directeurs de trois directions
reclangulaires et dépendant, ainsi que les coefficients p,,, du pa-
rameétre z;.
Les conditions (IV) se réduisent évidemment a
0 oX i=3
'Y _— n — L ’ p e
ax (2H LogA) = o = pl, -+ ' (Hami) 2,

les accents désignant des dérivations par rapport 2 z;. En rem-
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plagant les z; en fonction des X; dans le second membre, il vient

=3 n=3
9 H' ,
X (2H2LogA)= ﬁ(xm —Pm)+z [“fnizani(xn‘—l’n)] +Pm
m

n=1

(IVbis)

i=1
(m=1,2,3).
Je dis que les coefficients 2 sont constants. En effet, si I'on
exprime que l'on a

92 92

9%, X, (zH!LogA)__dx X (2H? LogA),

il vient
i=3
E(a;niani — UpmiApi) = 0;
=1
or la condition de perpendicularité des directions (x,) et (am)

donne
i=3

2: ' ’
(umiani -+ ami“ni) =o.
i=1

Donc

N ias =o (m = n);

2: ’
A i%mi = 0.

On a ainsi trois équations linéaires et homogénes en a,,;(i=1, 2, 3)
ayant pour déterminant 1. Donc «,,, = o. c. Q. F. D.

Cela posé, on a, d’aprés les relations (IV bis) simplifiées par le
résultat précédent :

d’ailleurs

m=3

4H?LogA = _-E(x —p,,.)=+a2p,,, mW(2y),
=1

ou, en revenant aux variables z;,

i=3 i=3/ m=3
H' 2 2 2 Pt
P.:LOgA: Z—H -'”‘-,—!—2 . ( ™ ’"‘)_,_G(x‘).

i=1 i=1

Il reste a satisfaire identiquement a la derniére condition

i=3

~y o[/ op\?  o*u]  du

cA =o ou 2 [<I{,> —t—;);l;] = 5x_‘
i=1
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En annulant le coefficient de £z} dans le résultat de la substi-
tution, il vient

En annulant le coefficient de x;, on a
U'me Uyny

(.zplm}:mi\)'_ mH’ =o,
- m
ipmam, _ a,H

Les quantités £, ¢, a; sont des constantes d’intégration. On
déduit de 14

ou

’i=:
le = %" Ai%mi,
i=1
ou

k
Pm=— Ea,,,;a,—i—const.

T+ C

H  H ,
+ I Dat—G(@) =o,

Sa}
G(x‘) = LOgH Z(.Z‘——Q-_C_) -+ const.

Enfin, il reste

d’ou

Réunissant les résultats obtenus, 1l vient

G __211‘.'—41;)’
F = e e 0 (X, X, Xs, X3
=3
m= &rl_%— %mi(; — @;) + const. (m=r1,273),
A [+
=1
k2
Ny=— ——.
T, + C

On reconnait une extension des formules données-par M. Lacour.



