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SUR L’EQUATION LINEAIRE AUX DERIVEES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE;

Par M. J. Le Rovux.
1. M. Bendixson a publié, dans le Bulletin de la Société Ma-

thématique, une élégante Note sur I'équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre

0z 0z
Friny a;f(z',y): o.

Cette Note m’a remis en mémoire quelques remarques relatives
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a ce type d’équations, quc je demande la permission d’exposer

succinclement.
Considérons I'équation

Nz 03
(1) 5;.+f(1‘y}’)@=0'

Supposons qu’on ait intégré I'équation des caracléristiques

d

(2) =Sz, ).

Par tout point du plan [dans le domaine ot f(z,y) satisfait
aux conditions d’intégrabilité de I’équation (2)], il passe une ca-
ractéristique et, en général, une seule. La caractéristique qui
passe au point (z,, ¥o) peut étre représentée, suivant la notation
de M. Bendixson, par

(3) Y =9(2,20¥0)-

Il s'agit maintenant d’intégrer I'équation (1), de maniére que
I'intégrale prenne des valeurs données sur. une courbe C. Le pro-
bléme de I'intégration consiste : 1° 2 donner le moyen de calculer
la valeur que prend en un point arbitraire M du plan 'intégrale z
qui salisfait aux conditions initiales indiquées; 2° a déterminer
les singularités de cette intégrale et les limites du domaine ou elle
se trouve définie.

Or, ce probléme est ici immédiatement résolu. En effet, I'iden-
Lité

dz = gdx—l— ::—;d/: ;—)}:,dr[% ~—-_f(.r,y)]
montre que, lorsqu’on se déplace sur une caractéristique, on a
dz = o; par suite, z conserve la méme valeur en Lous les points
d’une méme caractéristique.

Cela posé, considérons la caractéristique du point M(z,, ¥,),
définie par I'équation (3). Elle rencontre la courbe (C) (fig. 1)
en un point P(§, 1). On a, d’aprés la remarque précédente,

(%) z(zo, yo) = 2(&, ),
ou bien, d’aprés I’équation (3), qui donne 7, = ;.:J(E’ Zyy )70

(3) s(x, yo) = 5[E (&, 20, o))



Supposons que la courbe (C) soit une paralléle a Oy, z = £;
alors § désigne une constante déterminée dans 1’équation (5) et
5(E, n) une fonction connue de 7. L’équation (5) détermine donc

Fig. 1.

M("’n,yn)
P(¥m)

complétement la valeur de 'intégrale. Si la valeur initiale de I'in-
tégrale, 5(&, 1), se réduit & 0, on trouve 'intégrale particuliére
signalée par M. Bendixson,

z('r07.70)= ‘P(E- Zo, }’o)-

En résumé, pour calculer la valeur de I'intégrale en M, il faut
d’abord déterminer la caractéristique de ce point et trouver en-
suite son intersection avec la courbe (C). Pour que l'intégrale
existe en M, il faut donc : 1° que la caractéristique existe en ce
point; 2° que cette caractéristique rencontre la courbe (C), sur
laquelle on donne les valeurs initiales de I'intégrale. Le nombre
des valeurs de 5 est, en général, égal au nombre des points d'in-
tersection. Cette intégrale se présente, par conséquent, comme
une fonction multiforme. Les lignes de passage d’une ‘détermina-
tion & une aulre (lignes de ramification) sont les caractéristiques
tangentes a la courbe C.

Considérons, par exemple, 'équation

. 03 9z
(6) z ay ~ Vo=
Les caractéristiques sont des cercles concentriques.

Supposons qu’on donne les valeurs de z sur un arc de courbe AB
(fig- 2). Tragons les cercles caractéristiques passant aux extré-
mités de ’arc et le cercle caractéristique tangent en D & AB. Ces
trois cercles partagent le plan en quatre régions, numérotées sur
la figure 1,2, 3, 4. Dans les régions 1 ct 4 I'intégrale n’existe pas;

XXV. 3
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dans la région 2, elle admet deux valeurs distinctes en général, et
dans la région 3 une seule valeur.
Le calcul de la valeur de I'intégrale en-un point M de 'une de

Fig. 2.

ces régions est équivalent 4 ce probléme courant de Géométrie
descriptive : Placer un point sur une surface de révolution
d’axe vertical.

Les caractéristiques limites du domaine d’existence de l'inté-
grale et les caractéristiques de ramification sont constituées par
les lignes de contour apparent horizontal. '

2. Ces considérations sappliquent également aux équations
linéaires a4 second membre.
Soit A résoudre
03 03 .
(7) ~E—a55,—f'(zh}’)°

Désignons par X une intégrale de I’équation

) A o
(7 ) % - aa = 0,
et prenons comme nouvelles variables z et A. L’équation (7)
devient
(8) %2 — F(z,
Jr

en désignant par F(x, ¥ )» ce que devient F(z,y) quand on y
remplace y par sa valeur en.fonction de z et de A.
On a donc (fig. 1)
M
M=sp+ f F(z, y). dx.

Jp
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M
L’intégrale F(x, ¥ ) dz est prise en supposant ) constant,
8 A ' P PP

c’est-a-dire en remplagant y par une fonction de z, telle que le
point (z, y) décrive la caractéristique PM. La valeur de cette inté-
grale est d’ailleurs indépendante du choix de l'intégrale particu-
liere ) de I’équation (7') et, par suile, de la valeur numérique de .
Elle ne dépend que de la position géométrique de la caractéris-
tique d’intégration PM.

3. Les fonctions z étudiées dans les développements précédents
peuvent étre déterminées lorsqu’on connait les caractéi‘istiques et
les valeurs initiales; mais, pour qu’elles soient réellement des
intégrales de I'équation considérée, il faut qu’elles admettent des
dérivées partielles par rapport & x et par rapport a y. M. Ben-
dixson a démontré que l'intégrale déja signalée

2z, y)=Vv(¢, 2, ¥)

admet ces dérivées et satisfait a ’équation (1). Il est d’ailleurs
facile de démontrer que I'existence de 'une des dérivées entraine
celle de I'autre. En effet, 'équation

3) Y =Y (=, 2o, o)

exprime que le point (z, ) est situé sur la caractéristique passant
au point (x, ¥o). Mais, & cause de la détermination univoque des
caractéristiques dans le domaine ol nous nous placgons, cette méme
courbe pourra étre définie parlacondition de passer au point (z, y).
De sorte qu’on peut regarder comme coordonnées courantes soit
(x, ¥), soit (z4, o). Prenons comme variables (z,, y0) et re-
gardons z et ¥ comme des constantes. Sur la caractéristique (3)
nous aurons constamment

d
(9) dos =2, 70).
Mais nous avons aussi, pour tout déplacement situé sur la caracté-
ristique,
. (2, Zo+ AZoyo+ Ayo)— U(Z, %o, yo)=0,
ou bien

$(z, Zo+ AZoyo+ BYo) — $(2, Zo, Yo+ 8)0) ,

. Az, 0

+ Y (&, 2oy Yo+ Byo)— Y (&, T, ¥v)
Ayo

A‘)’o = 0.
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A - . .
Or-A‘y7° tend vers une limite déterminée lorsque Az, tend vers
[}

zéro; si, d’autre part, la dérivée de ¢ par rapport a z, existe et
qu’elle soit une fonclion continue de y,, le rapport

Y(2, 20, yo+ Ayo)— (2, 20, .}’o)’
Ayo

qui est indépendant de Az,, tendra aussi vers une limite déter-

minée lorsque Ay, lendra vers zéro.
Nous aurons, de plus, d’aprés 'équation (g),

Yo+ S(20, yo) ¥y, = 0

Donc lexistence d’'une dérivée continue relative & un déplace-
ment extérieur & la caractérislique entraine I'existence d’une dé-
rivée relative 2 un déplacement quelconque, et la fonction ¢ est
une intégrale de I'équation (1).

Il ne reste plus qu'a démontrer 'existence d’une dérivée, par

M Los me dérati R
d}’ . es memes considerations gcomemques nous
0

conduiront facilement a I'élégante formule de M. Bendixson.

Considérons les caractéristiques des deux points M(x,, ¥,) et
M/(zo, o+ Ayo); elles rencontrent la droite z =& (fig. 3) aux
points P(&, 1) et P'(§, 7 + An). Je dis que = est une fonction con-

exemple de

Fig. 3.

7:,;&4)

K
Pgm)

tinue de y, dans le domaine D o nous nous plagons si les condi-
tions suivanles sont vérifiées : 1° en tout point du domaine il
passe une seule caractéristique bien déterminée, sans points sin-
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guliers ni tangentes paralléles & Oy ; 2° les arcs de caractéris-
tiques MP, MP,". .. ne sortent point de ce domaine. Donnons-
nous un nombre ¢ > o suffisamment petit pour que les caractéris-
tiques des points (§, n —e) et (§, 4 4 ¢) puissent rencontrer la
droite x = z, sans sorlir du domaine D; comme deux arcs de
caractéristiques ne peuvent pas se traverser dans ce domaine, il en
résulte que la premiére (celle du point §, 4 — ¢) est située tout
entiére au-dessous de MP, et la seconde tout entiére au-dessus.
Soient yo — a et 3o+ 3 les ordonnées des points ou elles ren-
contrent la droite z = z, ; 'inégalité
X —a < Ayy< B
entrainera
—slAan <,
ce qui démontre la continuilé. Cela posé, considérons deux courbes
dont nous désignerons par Y et y les ordonnées qui correspondent
a une méme valeur de z. On a.évidemment

*rdyY d
S

Appliquons cette remarque aux deux caractéristiques MP et
MP’; nous aurons

g__lzfeﬂm.yﬂy)——f(x,y) A
Ay, . Ay Ay

Dans cette formule y et 3 + Ay désignent les ordonnées des
deux courbes MP et MP/

Yy =¥(&, 20, ¥0) ¥y -+Ay =Y(@,x0, Yo+ Ayo)

La fonction
Sz, y +Ay)—f(z, y) &y
Ay Ay

étant une fonction continue de z dans I'intervalle de 2, 4 &, on a

4 <_Al> _ S —fEn) An
d& Ayo A Ay,

et, par conséquent,

/'E‘I'(.n'.y-i» Ay)—f(a )
e T da

Ay Ay

37

= e tn
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Si donc f(z, y) admet une dérivée continue, par rapport a y,
on aura .
f f;(r,y)r{.r
= eY ¥o ,

I'intégrale étant prise suivant la caractéristique.

Considérons maintenant la fonction z(x,, ¥, ) définie par'équa-
tion (5), et supposons qu’on la détermine par la condition de se
réduire 3 F () pour z =£. On a alors

2(z0, ¥0) = F[Y(E, zo, y0)]-

. , . , dF . . R L e,
Si la dérivée zn existe, il en sera de méme des dérivées

05 _ dF dy
o dy d_-z'o’
ds dF dny

-d?=7r‘-—d—}-,—o- [7]=4J(E..Z‘0,_}’0)]1

qui satisferont a I’équation (1).
L’équation avec second membre () nous fournit des résultats
analogues.

Considérons I'expression

x
u=f F(x, y) dx.

du
Désignons par — et les dénvees prlses en regardant z el y

comme variables mdépendanles, par et PN = les dérivées obtenues

en prenant comme variables x et \.

On a Y \dr
o ou ax ]4‘}
iz =F@>r), & _.[ <’§> '

x Fl
L )dz
L)

aura une valeur bien déterminée si F et )\ sont des fonctions
continues, la seconde étant différente de zéro sur la courbe d’in-
tégralion, ce qul suppose que la caracterlsthue n’a pas de tan-

I’intégrale

Toc & . \ e du
gentes paralltles & Oz. Dans cette hypothése, les dérivées o
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du

et a

ont pour expressions
du . [*(Fy
i F(z, y)+ )\xl; <)\—,y>dx,

x Fl \
({.}’ h %o ly

La fonction u est I'intégrale particuliére de I'équation (7) qui
s’annule sur la droite z = z,.



