
BULLETIN DE LA S. M. F.

J. BEUDON

Sur les changements de variables

Bulletin de la S. M. F., tome 28 (1900), p. 107-116.

<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1900__28__107_1>

© Bulletin de la S. M. F., 1900, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html), implique l’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1900__28__107_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


107

SUR LES CHANGEMENTS DE VARIABLES ;

Par M. JULES BEUDON.

Ce Travail a pour objet Pétude des quadratures dont Pélément
différentiel contient des fonctions arbitraires (1). Cet algorithme
s^est présenté depuis longtemps dans les résultats de rintégration
d'équations aux dérivées partielles; dans un très petit nombre de
cas, on a effectué la quadrature au moyen d^un changement de
variables convenablement choisi; mais on ne possède aucune mé-
thode générale pouvant servir de guide dans les essais.

( * ) Le principe de lu méthode employée dans cette élude a été donné dans une
Note des Comptes rendus de l'Académie des Sciences ( î5 mai 1899).
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Je traite deux cas généraux, à savoir

^ ?(«y, y . y ' ) d x , yi^^j , y ' ) y " -+- ̂ (^ y^ Y)] dx^
, d.r ^ d^y

y ^'dy' y ""dx^

ou y et ^ sont des fonctions données de leurs arguments, ety une
fonction arbitraire de x. Je termine par un exemple simple au-
quel la méthode que je propose supplique complètement.

1. Rappelons d'abord quelques propositions classiques. A une
équation aux dérivées partielles du premier ordre

(i) f ( x , y , z , p , q ) = = o

correspond en général une équation de Monge,

, / dy dz\(>1) ^ - y - ^ d ^ d i r ^
dont l'interprétation géométrique est la suivante : elle représente
l'ensemble des enveloppes de caractéristiques sur les surfaces inté-
grales.

Si l'on connaît une intégrale complète F(.r,y, ̂ , a, b) = o de
l'équation aux dérivées partielles (i), les courbes définies par
l'équation (a) peuvent être représentées parles équations

F[^^,a,^)]=8. ^+^(a)=o, ^ [.̂  + ̂ (a)] = o

permettant de calculer .r, y, z en fonction du paramètre a, et A
étant une fonction arbitraire de a.

Réciproquement, pour intégrer une équation de Monge

/i 1 ^Y <^s \( 3 ) ^•y-^d-,-'^)-0

non linéaire, on posera

dz dy
^=p^'/7uf



en écrivant que
l dy dy \?i(^7,-^.^4-7^:)-o/ dy

^y^^
a une racine double en — — ? on aura une équation aux dérivées par-

tielles

(4) /i(.r,y,^,7?,y) =o.

La connaissance d 'une intégrale complète de l'équation (4)
permettra de résoudre l 'équation (3), comme il a été dit précé-
demment.

2. Soit la quadrature

(5) f po^j^y) dx

Si la fonction y «si l inéaire en y', soit y ==A(.c,y) -r- B^y)^7,
on résoudra Inéquat ion de PIafr,

A ( x, y ) dx -+- B ( y, y ) dy == dz

en utilisant la méthode bien connue.
Si la fonction ç n^est pas linéaire, on posera

/ a \ / ,. à\ à\ , à\ ,(o ^y-yY=-^àyy-r-à^
où \ est une fonction quelconque de *r,y, z. Si Fon peut déter-
miner \ de manière que l'équation de Monge (6) puisse être inté-
grée, la quadrature (5) sera effectuée.

11.

3. J'ai montré, dansmaTlièse de Doctorat ( (), que les systèmes
en involulion d^équations aux dérivées partielles du second ordre
en involution ont les mêmes propriétés que les équations du pre-
mier ordre, relativement aux caractéristiques, et j'ai montré
qu'ils pouvaient servir à l'intégration d'équations de Mongc d'ordre
supérieur.

( ' ) Annales de l'École Normale, Supplément ; i8()f», p<^e 33.
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11 y a pourtant une différence essentielle entre le premier ordre
et les suivants : à toute équation /(.2*, y, z, y ' , z ' ) == o correspond
en général une équation aux dérivées partielles du premier ordre,
tandis qu'à une équation f(^,y, z ^ y ' y z l ' ) } ' " ' ) z " ) = 0 ne corres-
pond pas en général un système en involution, et cela même
lorsque la relation f est linéaire en y11 et z " . M. Goursat s'est
occupé de ces équations dans un Mémoire publié dans le Journal
de V Ecole Polytechnique ( ^ ); je ferai usage de ses formules.

4. Tout système linéaire et du second ordre en involution peut
être mis sous la forme

(7) r-\-\ 5 -4 -^=0 . 5-+-^-4-v == o,

\ y., v étant des fonctions de x, y, z, /?, q vérifiant les deux con-
ditions suivantes :.

/ à\ , à\ à\ . , . . . à\
-~r- 4- ^ T- -+- -.- {P -+- Â <7) -— ( ̂  -»- Âv) T~àx à y àz • " àp

. ()(JL ^a > à^i , <)v
-̂  ), < _ 1 .̂  >,2 __ \ =o,

û>/? (^y àp àq
( 8 )

/au. f)u. (/v à^ à^ \
À ( -— -{- — q — — — TP-+" (JL-— 1\ à y àz J <îx àz± àp /

/à\ à\ à\ à[i.\
-+-v ( — -+- — p — a — - - — ) == o.

\ <).r ()-s * • ()/? <)<7 /

L^équation de Monge généralisée, attachée au système, s^ob-
tient en él iminant /? et q entre les équations

(9) y=^ ^=p-^qy\ ^ ^ q y " — v - — ^ y '
M. Goursat a montré (loc. cit.) que Finlégrale générale du sys-

tème (7) est de la forme

( 10 ) ^^^/(^.A^Aa)]^,

on aura l'intégrale de l'équation de Monge en écrivant

()<î> ()2<p
( i l ) <Ïï = 0, —— = 0, ——— = 0v f)ot à^

( ' ) Journal de l'École Polytechnique, II1' Série, 3^ Gabier; i?o7.
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3. Soit la quadrature

o2) J =fw^^,y)^- N(.y,^y)] dx',
Posons

(i3) M(^y,y)y- N(^,y = ̂  + g y+ ̂ y+ ̂

a étant une fonction de x, y, y ' et ^ une fonction de x.
Est-il possible de déterminer la fonction a de manière que

Inéquation de Monge (i 3)^ provienne d^un système en involution
tel que (7)?

Pour la commodité des calculs, nous restreindrons la généralité
du système (7), en supposant que X, [JL, v ne dépendent que de
x^ y^ y; 1̂  conditions d'intégrabilité deviennent

1 à\ . à\ ÔUL . ()v[ - ^ ) , ^ t _ _ ) , = = o
^ àx ày àq àq

\ \(0^ ^\ (^ ()(JL\
{^[^ôï)^'f(ài^àq)=o'

On peut écrire autrement ces conditions, en prenant pour
nouvelles variables x, y, y', le changement de variables étant
défini par la relation

i^y^^ ç»
la fonction F étant la fonction implicite définie par

y=X(.r,y,y);
on aura

à¥ à¥ ày _ à¥ àF ày' àF ày'
àx ày' àx ~~ • f ày ày' ày ~ J ày' àq ~

Les deux conditions d'intégrabilité prennent la forme nouvelle

( à¥ , àV au. , à^
^à-^^^^à-y-0-
^ '/É!1-^^-. ' ( ) iJ L^F__/ _ 'àl\()v^ ^ -
f y \ ày ~ à x ) ày' y ày' ~ày "" [^ ~y àf')àx~ '' ày' ~" °

et l'équation de Mongc, du système (7), devient

( 1 6 ) ^=-y' y^.y.y'}— ^—^.r'-
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On aura donc, pour déterminer les fonctions À, [JL, v et a, les con-
ditions

( F(.r,^,y)=M(^,y,y)-^,
^ '7 ) '

J , „ . ,, o>a (^a ,
f ^V == N(^y?y)+^+^•r î

auxquel les il faut joindre les équations (i5).
D'abord

^ — < m _ _ o > 2 a ^ P _ _ ( ) M ^a ()F__()M à^a
ôx àx à x à y ' ^ ? ày ~ à y ( h ^ ^ y ^ ^V' — à y ' ^ y ' 2 ^

et la premuTe des équations ( i5) s^écrit

( 1 8 ) ^M ' y î ) M — È2^ ' àïï <àV• , > ^ _/ ^ "r- •y .̂ y Ja? c^y lr ^T^r7 ~r" ̂ y +lr~à/~ 0

et, en di f lerent iant par rapport à y ' la secondé équation (17), on
obtient

^Ji ^ ^ ^ _ ^N ^a ^a ^ , ^a
't)y y à y ' 4- ^ — ciy' 4- ̂  ̂ y "̂  ̂  -h>r ày à y ' ;

d'où, en tenani compte de (18) ,

. , àM , àM à^ ày.
( 1 9 ) V _= -^-y' ——— -+- —— -}-

(̂ r •/ c'y c^ o)y

et, par suite, à cause de (i 7),

/ ^ x, ,àM ,à\ , r)M ôoc( 9.0) ij. == N — y — — y — — y 2 _ -4- _ .J ûx J ày J ày àx

Si nous portons ces valeurs dans la seconde condition d'inté-
^rabilité (i5), nous obtiendrons une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre, définissant la fonction a^y.y'), et que
je crois inutile d'écrire.

Soit
4 / , av. c)2a\
^^^ ^ • • • • ^r72)-01

cette équation; si l'on en connaît une intégrale particulière
a,(.r,y, y'), ou en déduira )v, a et v en fonction de ̂ ,y,y', et l'on
reviendra à .r, y, ^, grâce à l'égalité

l('r^y^}^yf'
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On sera donc ramené à l'élude du système en involul ion (^-) .

III .

Voici l'exemple annoncé dans l ' Introduction. Soient les deux
quadratures

X ^ f du Y = f duï

J \ -+- uu^ J i H- uni

où u et u\ sont des fonctions arbitraires d 'une même variable.
Prenons u = x comme variable indépendante, et posons

i ,
i -4-^^i = = J ?

y ' é tant la dérivée d'une fonction arbitraire y de x. Nous aurons

— I _-! ' — I l Y '
xy^ x 1 .r2 xîyl x y ' 2

î ^ ' , y y.
l + M^i .r2 .y2 .r y'

D'où
X=^ Y^-1-^-^)^,1/1 ^ j V.ry ^/

Si nous appliquons la méthode précédente, nous aurons

M = = — , N = = ^ - , F(.y,r,y)^-L ,-^,xy a?2 \ ' > j ' > j ) ^y, ^y'

ày. ï i ()a i
o>y .r2 .r'2^^ ' ~ .̂r a-2

En porlant dans la seconde condition d'intégrabîlité ( i5) il vient

/ 2 iy'\ à^y. T ^2 a ï ^a ï ï àa.
\3'3 x^ ] ày'^ x ^ y ' aï à y ' x'1 ày à y ' x ' * y ' ~ ^ ~ x^ y ' ày ~

On trouve aisément la solution particulière î/-» qu i permet de

supprimer le terme ne contenant pas de dérivés, soit-^—,; dans la

nouvelle équation^ on aperçoit aussi la solution — + — J ^ i où p

est une fonction arbitraire de x et y. Supposons enfin que a ne
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dépende pas dey; il vient

, / ,, à^Gt à^-y.
V(i-y)^^i-^,-^?-i=o

ou, en posani - - , == [3,

,y(,-y)^_,^_..,

dont Pintégrale générale est

^^/(^)-
t Nous obtenons donc facilement pour a la solution très étendue

y' C f l ^yX , , ào ,ÔQa = v— -\- I f [ —J— \ (/Y _i_ _j_ _•_ -Y' -r.^ J-7 \y-i/ • 7 1 ^ ' 7 ̂ ?

mais nous Savons pas l^intégrale la plus générale. Choisissons la

solution la plus simple, soit a = ^- ; alors
37

i i y i i i
^-^y- ^-^-^ ^=^-^

et nous avons à étudier le système en involution

/ s a1 r -h ———— -+- ——î——- == o,
^. .r(^+i)

\ t q\ s -+-—————^ = o.\ qx -+-1 x

Appliquons à ce système la transformation d'Ampère, définie
par les relations

.r==^i. ^ = = — ^ 1 , ^ = y i ^ i — ^ i , /?==—.joi, ^ ==—yi

et prolongée au moyen des identités

—i\dx^—s^dy^ r d x - ^ s d y , dy =—sidvi— t^dy^.

Alors
Si S2 1s=-^ r=-r^^, t=^
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et le système ( 2 ^ ) devient

(^4-^4- __—— =o,
(.3) J yl I--^1

(^^n+_Z!—^^o.
^ a-i x^\—x^y^}

Faisons encore le changement de variables

•^o = — . .yo = ̂ i^i, -3o ̂  5, ;-t\
nous obtenons

^o4--^4-- [

(24) ? ^0 '2^^-1)

( .^^-Z^L= o.1 '̂o

La seconde équation da système (a4) donne d'abord

/?o = <p'(^o)/yo,

où y' est la dérivée d'une fonction arbitraire ^ de XQ ; donc

^o=?(^o)/To-t-+(^o),

•̂  étant une nouvelle fonction arbitraire.
Portons dans la première des équations (a4), il vient

d1^ i d^ i
~dyi 4" ayo ^o "̂  ̂ o(i-yo) "' 0'

On intègre facilement cette équation, dont la solution générale
est

^ = 2 C ̂ yo 4- v/7o los ̂ -̂ -̂  - log (yo - I) 4- Ci,
/J-o+i

d'où

5o = ̂ (O/ro + ̂ 70 log ^I0"1 — log(7o— i) + Ci.v.ro 4-1
En remontant la suite des calculs, on trouve

-'i = ? (y1} V/.yl7l'+V/^7ï log^-^1-^-- log(.c,yi -i)4- Ci,v37! / v'^iyi +2

1 »/yi\ /—— -^i /yi\ ^i i i/ .yiri—i-7 = <7î == r̂ ? -) /^iyi + /—— ° (- ) -h —— ^—^.— ?^1 v^/ a/^iyi V^i / a/.rlyi ^.r,^-+-i
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< î t

. = ̂  -.. = y- /^. (^) -i /^ iog ̂ Z .̂
^l \^l / ^ V - ^ i ^ l -+- 1

+ i o g ( ^ i r i — i ) — ^ /^ iy i©(^) ,2 \3•i/

ce qui fournil l'intégrale générale du système (aa).

Posons J-1 == a, a étant un paramètre; comme x==.x^ les ca-

ractéristiques du système (22) sont

—y= ^a^ ' ( a ) -^9Vaœ(a)+- 1 - —log 3 ^— 1

2 V a .r /a 4- i •

^ .y /— i /— ^ v 's- — i
z == a^rcï-^a) — — /a y>(a) — -- .r/a log-——=:—— -i- log^a.r'2— i ).

a 1 '2 t .r /a -i- i
Posons ennn

/ ^ ^(^^-f(a)=-^-,

•i • v a
il vient

( -7=^(^+-^log^/a-^l,
i 2^ a .yi/a -+- i

(25) I - ^t/a-i^ 5 == .r[a^(a)—<j/(a)]—• I•.rv/alog^v———1 4- log(aa<2—I).
\ . - % . .yy/a+i

On obtiendra la relation qui unit x et a en cherchant l'enve-
loppe des caractéristiques, c'est-à-dire en différentiant Fune ou
Fautre des équations (a5) par rapport à a. On obtient (comme on
peut le vérifier) le même résultat dans les deux cas, à savoir

/ c\ t » / \ I x i a" /a — i i(26) o== ^ (a)—- — log -v-—— +—-——,———;
4 J- ^.y/a+i ï^^—î)9

et les deux quadratures sont

v — v — l l ^ ^z

~y' ~'~x~~'T dï-~àï'


