BULLETIN DE LA S. M. F.

J. BEUDON
Sur les changements de variables

Bulletin de la S. M. F.tome 28 (1900), p. 107-116.

<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1900__28_ 107_1>

© Bulletinde la S. M. F., 1900, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. Fatsp{/smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html), implique I'accord avec

les conditions générales d’utilisatiomtp://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numeérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1900__28__107_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 107 —

SUR LES CHANGEMENTS DE VARIABLES ;

Par M. Jures Beupon.

Ce Travail a pour objet 'étude des quadratures dont ’élément
différentiel contient des fonctions arbitraires (*). Cet algorithme
s’est présenté depuis longtemps dans les résultats de I'intégration
d’équations aux dérivées partielles; dans un trés petit nombre de
cas, on a effectué la quadrature au moyen d’un changement de
variables convenablement choisi; mais on ne posséde aucune mé-
thode générale pouvant servir de guide dans les essais.

L

(') Le principe de la méthode employée dans cette élude a éLé donné dans unc
Note des Comptes rendus de I’ Académic des Scicnces (15 mai 1899).
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Je traite deux cas généraux, a savoir

f‘?(x, 7. y')de, /['f’(x, YW+, y, y)] dr,
,_dr 0 dy
Y=y =t

b

ou o et U sont des fonctions données de leurs arguments, et y une
fonction arbitraire de z. Je termine par un exemple simple au-
quel la méthode que je propose s’applique complélement.

1. Rappelons d’abord quelques propositions classiques. A une
napp quelq prop q
équation aux dérivées partielles du premier ordre

(]) f(z',,y. S, P (1)=0

correspond en général une équation de Monge,

d ()
(2) t?(:l,',y, :’3‘%’%.;):0’

dont Vinterprétation géométrique est la suivante : elle représente
I’ensemble des enveloppes de caractéristiques sur les surfaces inté-
grales.

Sil’on connait une intégrale compléte F(x,y, 5, a,b) =o de
I'équalion aux dérivées partielles (1), les courbes définies par
I’¢quation (2) peuvent éire représentées par les équations

. : JoF oF d [oF oF

Flog,sn ] =8, Trgba=o Z[T+Tu@] =0
permettant de calculer z, ¥, 5 en fonction du paramétre z, et ¥
élant une fonction arbitraire de a.

Réciproquement, pour intégrer une équation de Monge

dy ds
(3 Gl &, ¥, 3, -1 5— =0
/ 7t AR dv’ dz
non linéaire, on posera
- dy
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en écrivant que

PR LR/ WA
P\OI Sy P T )=

. d . . (o
a une racine double en (7';, onaura une équation aux dérivées par-
tielles
(4) So( @y, 3,p,9) = o

La connaissance d’une intégrale compléte de 'équation (4)
permetira de résoudre I'équation (3), comme il a été dit précé-
demment.

2. Soit la quadrature
(%) f@(:r,_y,y')dz‘
Si la fonction o estlinéaire en 3/, soit o =A(z,y) + B(x, 1)y,
on résoudra I’équation de Pfafl,
A(z,y)de +B(x,y)dy = ds

en utilisant la méthode bien connue.
Si la fonclion o n’est pas linéaire, on posera
, ok
(6) ?('7'1}':.7):5'1" g

o
x oy’ 05"

ou ) est une fonction quelconque de z, y, 5. Sil'on peut déter-
miner A de maniére que 'équation de Monge (6) puisse étre inté-
grée, la quadrature (5) sera effectuée.

11

3. J'aimontré, dans ma Theése de Doctorat ('), que les sysiémes
en involution d’équations aux dérivées partielles du second ordre
en involution ont les mémes propriétés que les équations du pre-
mier ordre, relativement aux caractéristiques, ct j'ai montré
qu’ils pouvaient servir & 'intégration d’équations de Monge d’ordre
supérieur.

(') Annales de U’Ecole Normale, Supplément ; 18¢6, page 33.
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Il y a pourtant unc différence essentielle entre le premier ordre
etles suivants : a toute équation f(z, y, 3, y', 5') = o correspond
en général une équation aux dérivées partielles du premier ordre,
tandis qu’a une équation f(z,y, 5,y’,2,5",5") =0 ne corres-
pond pas en général un systéme en involution, et cela méme
lorsque la relation f est linéaire en y” et'z”. M. Goursat s’est
occupé de ces équations dans un Mémoire publié dans le Journal
de I’Ecole Polytechnique ('); je ferai usage de ses formules.

4. Tout systéme linéaire et du second ordre en involution peut
étre mis sous la forme

(7) r+2As+p=o. s+ At+v=o0,

A, i, v élant des fonctions de z, y, 3, p, ¢ vérifiant les deux con-
ditions suivantes :.

)\ 9k 0\ o\
)\’),L"_ﬁf.+,)\z‘_%i__)\.‘_)_’___(,
. ap  og op Tog 7
%) 2 Jp I _‘ﬂ Jdv dv)
(syfozq—m“a;f’**‘@

(B
oxr "ozl THop T og) T

L’équation de Monge généralisée, attachée an systéme, s’ob-
tient en éliminant p et ¢ entre les équations

(9) y=»Xx d=p+qy, F=qy—p—vy.

M. Goursat a montré (loc. cit.) que intégrale générale du sys-
wme (7) est de la forme

(10) @[z, ¥, 3 f(a), f(2), f'(2)] =0,
on aura l'intégrale de I'équation de Monge en écrivant

2
(rn) D =o, clq:= ()(l-v:

0 —=o0
Ja ! dax

("Y Journal de I’Ecole Polytechnique, TI° Série, 3@ Cabier; 1897.
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5. Soit la quadrature

(12) J:f[M(z‘,f,y’)y”——N(.z',y,y’)] dr;
Posons .
Nor , _ 0x 23 , Ja "
(13) M(x,y,y)y—-N(x,y,y_E+d)’y+‘7y+z,

a étant une fonction de z, y, ' et 5 une fonction de x.

Est-il possible de déterminer la fonction « de maniére que
I’équation de Monge (13),provienne d’un systéme en involution
tel que (7)?

Pour la commodité des calculs, nous restreindrons la généralité
du systéme (7), en supposant que A, i, v ne dépendent que de
Z, ¥, q; les conditions d’intégrabilité deviennent
oA
LY oA on X ov
or dy dg dq

<
o oy A
M(G—%)+ (a—5%) ="
On peut écrire autrement ces conditions, en prenant pour

nouvelles variables z, y, 5/, le changement de variables éiant
défini par la relation

F(z, 9, )=q,

la fonction F étant la fonction implicite définie par

¥ =Nz, q);
on aura

oF  OF 9y oF  OF gy OF 0y' _

54—;}’—,&—-0, Q—}’-’_@'&;_O’ 0.}" dq——l.

Les deux conditions d’intégrabilité prennent la forme nouvelle

ﬁ 'd_[_?_’.__dﬁ.}_y' tﬁ‘._o

(15) or ay 9y’ oy’ ’
[0 ov\JF , O OF , ov \ oF ‘t)y.‘
lr(G-2)m-r 55— (—r§)m—u-

et I'équation de Monge, du systéme (7), devient

(16) =y F(,y,y)— p—y
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On aura donc, pour déterminer les fonctions i, y, v et a, les con-
ditions

QFM%m:Mme—F’

(17) ! 7
' . N(z, ) + & da
| rrw =Ny ,)yy,
auxquelles il faut joindre les équations (15).
D’abord
oF oM 0%a JF oM~ 0%a JF oM 9%a

or. — or  ordy'’  .dy oy dyd_}/" A A
et la premicre des équations (15) s’écrit

oM oM 02a , 022 'dy.

(18) Y oy Tway T oy T

)’ -— =0
et, en diflérentiant par rapport a ' la seconde équali(m (17), on
oblient

o , 0 oN 0%a oa , 0%a
T SRS, -t

R A VAT A AT
@’oli, en tenant compte de (18),

oM , oM dN da

1) Y= Jx e d_y d] ()_y

ct, par suile, a cause de (17),

(20) 'L:N—}"gl\;l PN —y'2 ()“—0-%—-
! or ()_y dy  ox
Si nous portons ces valeurs dans la seconde condition d’inté-
grabilité (15), nous obtiendrons une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre, définissant la fonction a(z, y, '), et que
Je crois inutile d’écrire.

Soit
, 0% 0%a
A, y,¥, P AR 57,, = o,

cette équation; si I'on en connait une intégrale particuliére
2(x,y.y"). on en déduira X, wet v en fonction de z,y, ', et I'on
reviendra a .. v, ¢, grace a I'égalité

A(r,y.q) =Y
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On sera donc ramené a l'étude du systeme en involution (7).

Ir.

Voici I'exemple annoncé dans I'Introduction. Soient les deux

quadratures
_f /’ du,
l+llul - l—+—uu1

ou u et u, sont des fonctions arbitraires d’une méme variable.
Prenons © = x comme variable indépendante, et posons

1
1+ &y

U

=X,

7" élant la dérivée d’une fonction arbitraire y de z. Nous aurons

1 1 , I 1 y
Uy=———, U= —— = — <
.’t‘)/‘ x r2 1'11’ (I‘)’ 2
u’£ . I + ’ yll
1+~uwy ozt 2zt xy
D’ou
I y !
X =y Y=—— _’_, —_ l d’I‘,
’ x zy'  x?

Si nous appliquons la méthode précédente, nous aurons

1 y 0%
M= ;}77 :—2', F(z, }/,_y) }’ d__}/i’
‘_dd_'_l 1 _ Oa 1
R T R P L A

En portant daos la seconde condition d'intégrabilité (15) il vient

( 2 27"\ 0%a o 0%a 1 0%a 1T 1 da
21) (;'—3—__ dy” .z‘_y dz‘dy T oy 9y’ x*y’Tx?y’ ay

On trouve aisément la solution particulié¢re %, qui permet de

supprimer le terme ne contenant pas de dérivés, soit ——; dansla

5}/1’

. . . ) .
nouvelle équation, on apercoit aussi la solution 22 -+ ‘—)", ol o
N ox ay v’ v

est une fonction arbitraire de x ety. Supposons enfin que « ne
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dépende pas de y; il vient

o ?a
Q‘y(l—y)‘z‘dy:2 '{)z_‘_‘dy,— I=0
da
ou, en posant bjf’ = {3,
o 9B

/ - ’ " 2
2y (1—y ).z—],—x 5o 1=o,
dont P'intégrale générale est
z-l}/
p — - +f( >

- Nous.obtenons donc facilement pour « la solution trés étendue

Y zty' 190
a_m—i—ff(y )dy+ +y0y

mais nous n’avons pas l'intégrale la plus générale. Choisissons la

’

solution la plus simple, soit a = %; alors

1 'y
L S TV AU P

+ — =
r zy r?  z? ry'  x

et nous avons a étudier le systéme en involution

s 9

‘I‘—i— -+ =o,
(22) ‘ qgr+1 r(gxr—+r1)
(S—{— ! ——-(—I-=0
qr+1 T

Appliquons & ce systéme la transformation d’Ampére, définie
par les relations

x=x, Y=—4q, Z=0191— %, p=—Pp, q=—N
et prolongée au moyen des identités
—rydey—s dy,= rdzr +s ay, dy =— sydzxy— tydy;.
Alors
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et le systeme (22) devient

|uralir =os =0
(23) ) "1 1)1
g Y1
rit syt — L
( R N TRy % Bl

Faisons encore le changement de variables

Zo =‘—ZT:7 Yo =Z1)1, S0 == 3y
nous obtenons
‘ fo+ 2(_/}?0 + 2,}’0(_}’[0- l) =0
(24) ¢
( s(,—ﬂ'— = o.

2Y0
La seconde équation du systéme (24) donne d’abord
Po = ?’(1'0)\/:}’—07
ou %' est la dérivée d’une fonction arbitraire ¢ de x,; donc

30 = 9(20) Vyo+ $(20),

% étant une nouvelle fonction arbitraire.
Portons dans la premiére des équations (24), il vient

ay 1 dy [
e+ — =L ————— =0
dyi = 2yo dyo  2y0(1—y0)
On intégre facilement cette équation, dont la solution généralc
est

$=2Cyy0+ V7 Iog%:—:—log(yo —1)+ Gy,
0
d’ou
o= gl V7 + Ve log Pt — loglre— 1)+
0

En remontant la suite des calculs, on trouve

= ?('ﬁ> \/2‘1}’1 +\/1.‘1,}’1 logﬂ':y'—_—[ —log(zyy1—1)+ Gy,
z1 Vaoiys+2

- —"’ﬂ prerrn (ﬁ) LB L0% Sl
—y=q1=—0 (= )V ¥y + o= )+ ——= log—"
Yy=a xy * \ 7y V 171 2z \ T 94/.1',)/, Vi i+ I’
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el

,

Vi o —— , [Q— ry Yy —1i
s:q,y,w‘zlz*—-“/ﬁ',y, o' bl ——7;/1',)/1 log‘/ L
z) Zy, 2 Ty

+log(zyy1—1)— ;\/fiyﬂ? 21) ’
2 xry

ce qui fournit I'intégrale générale du systéme (22).
Posons ‘if" = «, o étant un paramélre; comme x = x,, les ca-
1

racléristiques du systéme (22) sont

___1001'\/1——'

—y = ‘/a"(1)+)\/;¢(a)—¢——- Va 'r‘/a+|

. 3 xr ~ 1 -
:.:113'"5'(1)——;/@!?(1)—-~-.’I?\/0L|O" +Inn(ur-—-l)
2 2 Ja—i—l

Posons enfin

il vient

) ;—y—.p(z)a— log ‘/a_‘_‘
(2:))

oYa—1

Vo + log (az?—1).

( =z[ay (a)—¢(a)]———z/1lovw

On obtiendra la relation qui unit z et « en cherchant Ienve-

loppe des caractéristiques, c’est-a-dire en différentiant I'une ou

I'autre des équations (25) parrapport & . On obtient (comme on
peut le vérifier) le méme résultat dans les deux cas, & savoir

.t‘\/a——-l 1
-+ 5
T‘/{l—i—l 2a(222—1)

1

(26) o=1{"(2)—~

Qmul 8

et les deux quadratures sont



