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PROBLEME DE PARTITION;
Par M. Maurice p’OcacnE.

De combien de maniéres peut-on former une somme de
S francs avec S piéces de monnaie d’argent frangaises?

Notations. — Nous représentons par E (é) etR (é) le quo-
n n
tient entier et le reste de la division de A par n. Nous écrirons
. A . ., .
aussi A, pour E <;) - Si la quantité A est susceptible de plu-

sieurs valeurs, m(A) et M(A) désigneront la plus petite et la plus
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grande d’entre elles. Nous écrirons aussi m2?(A) pourm|[m(A)],

Mm(A) pour M[m(A)], ete.

Formation des solutions. — Si nous désignons par

fr ¢
u le nombre des piéces de 5,00,

v » » 2,00,
x » » 1,00,
2y » » 0,50,
5z » » 0,20

les équations du probléme sont (')

Su+a2v+x+ y+ 3=8,
U+ v+x+2y+55=S5,

qu'il s’agit de résoudre en nombres entiers et positifs pouvant
étre nuls.

Eliminant successivement y et x entre ces deux équalions, on a

(1) z=8S—3(3u+v—23),
(2) y=v—4(z—u)

Les quantilés y et z ne pouvant étre négatives, il faut que

S—9qu-+33

3 i(a—u)Sos 297

D’ailleurs la quantité ¢ ne pouvant non plus étre négative, il
faut, dans cette double inégalité, que la limite supérieure soit au
moins égale. & o et au moins égale a la limite inférieure, ce qui
donne

S+ 3z
(4) 3z — —_—

5
3 -9

Su

A

A son tour, pour la méme raison appliquée cette fois a u, cette
double inégalité exige

(5) o

A
L}
A
SR

(1) Ces équations montrent qu’a toute solution en correspond une autre oble-
nue par permutation simultanée de u et 5 et de v et y. Deux telles solutions
peuvent étre dites inverses 'une de I'autre. Le probléme revient alors & dénom-
brer les solutions inversables d’une équation linéaire donnée.
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On formera donc toutes les solutions des équations proposées
en associant a chacune des valeurs entiéres de z satisfaisant
a (5) toutes les valeurs entiéres de u satisfaisant a (4), puis a
chacun des systémes (z, u) ainsi obtenus toutes les valeurs en-
tiéres de v satisfaisant a (3). A chaque systéme (3, u, ¢) ainsi
déterminé correspondent les valeurs de x et y données par

(1) et (2)-
Solutions limites. — L’inégalité (5) donne immédiatement,
avec les notations ci-dessus définies,

(6) m(z) =o,
(7) M(3) = Ss.

Au sujet de celte derniére expression se présenle la remarque
que voici : on a identiquement

s=3sa+a<3§).

S 3 (d)
5 (3) - In(3) +in(3)
Or, les plus grandes valeurs respectives de R (S—:> etde R (g)

sont 1 et 2; la plus grande valeur de I’ensemble des deux der-

Donc

Il

. . 5
niers termes est, par suite, i -+ % =% Il en résulte que

S
S¢=E (?3) .
On peut donc aussi écrire

(7 bis) M(z)=E(s;’)-

Maintenant, pour une valeur donnée de z, I'inégalité (4) montre
que l'on a

(8) m(u)=o, si 3z—S3 2o,
m(u)=35—3S;, si 35—S3;>0
el
M(u)-_-E(S\‘;“).
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lci encore, on peut faire la remarque suivante : on a identi-
quement

S+3z= 353+R(§s~) +33;
d’ou

S+3z=S,+z+xR<S)

9 3 9 3

o (Ss+3\ | 1 S;+ 3 I S
5(25)-3n(25) o ()

Chacun des restes ayant pour plus grande valeur 2, la plus grande

. 2 8
valeur de ’ensemble des deux derniers termes est g -+ 5= 5’ et

9
E<S+3Z)=E<S3_,._ );
9 3

(9) M(u):E(S“").

l'on a

par suite,

3

Voyons maintenant quelles sont les limites de m (u) et de M (u)
quand on donne 4 z toules les valeurs de m(z) a M(z).
La formule (8) donne immédiatement, pour les valeurs (6) et

(7 bis) de (z),
(10) m2(u)=o

et

Mm(u)= 3E(-S—) — S,

2

S ; )
ou, en représentant par ¢ le reste R (f) égalaoou1,

(11) Mm(u) = Sg—ce.

La formule (9) donne de méme avec (6) et (7),

(12) mM(u)=E(%3)

et

a3 Mz(u)=E(§i'§—5°>.
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Cherchons enfin quelles sont les valeurs limites de ¢ pour des
valeurs données de 5 et «. L'inégalité (3) donne immédiatement

m(v)=o, si z—ucso,
(14) .
m(v)=4(z—u), si z—u>o,
et
(15) M(¢)=S;—3u—+ 2.

En vue d’alléger les écritures ultérieures, nous poserons
(16) m(u)=a, M(u)=0,

a et b étant donnés par les formules (8) et (9), puis
(5 n 2()o 55
(R(S";a)=r. R(%) =7 R(S—;’%—ﬁﬁ):r".

On peut remarquer d’ailleurs que p" est égal soit a p + p/, soit
ap+p+r.

(17)

Nombre n des solutions pour une valeur donnée de 5. —
I.e nombre des solutions correspondant a des valeurs données de

w etde z est
M(o)— m(v)+1.

Donc, en étendant le signez aux diverses valeurs de « com-

atibles avec la valeur de 5 choisie, c’est-d-dire variant de @ a b
) b

ona
n= 2 [M(v)+1] —-2 m(v).

Le nombre des termes de celte somme élant égal & b —a +1,
on a, d’aprés (15),

2[M(v)+l] = E(Sa—i—z—i—[—?}u)

3
= (b—a+l)(53+z+|)—32u

=(b—a-+1)(S;+ z+1)—

3(b—a+1)(a+b),
2
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D’aprés la formule (14), on a de méme

Er}z(o):/.[l+2+...+(z—u)]
=2(5—a)(z—a-+1).
Par suile,

3(b—a—+-1)(a—4—b)

n=(b—a-+1)(S;+3+1)— >

—2(z—a)(z—a-+1),
u’on peut écrire
q p

2(Sz3+1+22—3b —a 62— (2S3+1)—a
2 2

n=(b+r) —23(3+1).

Or, la formule (8), rapprochée de (16), donne
a = 35—53,
d’on
62— (25;+1)—a=a—1.

De méme (9) rapprochée de (16) donne

53+5
o=t (23)-

Dés lors, si I'on pose
S;
(18) e=R <_‘31?) ,

on peut écrire
S;+ z—9
—23Fi—p

b 3

d’out
2(S3+1)+23—3b=3b+2(p+1).

Finalement, il vient

_(b+1)[3b+2(p+1)] + a(a—ri)
2 2

(19) n —25(5+1).

Dans le cas ot I'on n’a recours qu’a la monnaie courante, ¢’est-
a-dire ot 'on exclut les piéces de off, 20, il faut faire 5 =o. La
formule (8) montre qu’on a alors a =o, et les formules (g) et
(18), rapprochées de (17), b=p', p=1".

Par suite, la formule (19) devient dans ce cas

_ ' +nBp+ 207+ 0],

)

(19") n
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En particulier pour S =100, auquel cas on a p'=11, /=0,
cette formule donne

Nombre total N des solutions. — 1l s'agit de faire la somme
de tous les nombres n donnés par la formule (1g) lorsque s varie
de sa limite inférieure o a sa limite supérieure S,.

Si donc on pose, en étendant le signez a ces limites,

B=2 (b+1)[3b'+9.(_p+x)]’

2

A=Y ala=n,
Z=22z(5+|),

N=B+A-L1.

on a

Pour Z, on a immédiatement, en vertu d’une formule bien
connue,

(20) Z=255(Ss+;)(55+"2).

Dans A, les valeurs de @ non nulles forment, d’aprés (8), une
progression géométrique de raison 3 dont le plus grand terme,
d’aprés (11) rapprochée de (17), est 3p + r, et, par suite, le plus
petit terme . Conséquemment

14
A=-;-z(3i+r)(3i+r——x)
[

[ P
= é [92 2+ 3(21‘—1)2i+(p+|)1'(r—|):|
) )

_1 [3p(p+l)(zp+|)
2 2

+ 3(2r—1) p___(pz—i— D

“+ (p+|)r(r—-|)],

ou, aprés réductions,

(21) .—\=p—;—'[3p(p+r)+r(r—|)].
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Pour B la sommation est plus délicate. Remarquons d’abord
que les limites b ont, d’aprés (9), trois & trois la méme valeur,
ces valeurs croissant d’unilé en unité, et que les restes p, d’aprés
(18), reprennent périodiquement les valeurs o, 1, 2.

La plus petite valeur de b, d’aprés (12) rapprochée de (17), est

m(b)=p',
et sa plus grande valeur, d’aprés (13) rapprochée de (17),
M(b)=p".

Les trois termes correspondant & une certaine valeur de b et
aux valeurs o, 1, 2 de p ont une somme donnée par

i(b+1)(9b+1z)=2(b+|)(3b+4).

Par conséquent, si I'on ajoute tous les groupes de tels trofs
termes depuis b = p' jusqu’a b=p", ona

S T=

b

Nlw

"
D@+ +13b+4),
. . P
qu1 peut s’cerire
N
T= 3 2 (I+p +1)(3i+3p'+ 4).
)

Celte sommation, effectuée comme celle qui a conduit a (21),

donne, toutes réductions eflectuées,

(22) T:M

5 [(p"—pP")(P"+2p"+ )+ (P'+1)(3p + )]

Mais Bne comprend tous les termes qui ont été sommés dans T
que si la premiére valeur de p est o et la derniére 2. Or, toutes
les combinaisons des valeurs o,1 et 2 de o peuvent se pré-
senler pour ces deux limites. Il faut, dés lors, suivant la valeur de
ces limites, retrancher certains termes de T. C’est ce qui va main-
tenant étre examiné.

D’aprés (18), la premiere valeur de p, correspond a 5 =o, est

donnée pal
=R 3
P —_— )



ou, en vertu de (17),

Si 1’ =o,il n’y a aucun terme a retrancher parmi les premiers
de ceux qui ont été sommés dans T.
Si 7'=1, il faut en retrancher le terme

(p'+1)(3p'+ 2)’
2

el si r'= 2, les deux termes

(p'+1)(3p +2) “ (p'+1)(3p" + %)

. > =(p'+1)(3p'+3).

Ces trois cas peuvent se résumer dans cette formule unique :
ue 7’ soit égal a0, 1 ou 2, il faut de T retrancher
bl b

r(p'+-0@p+r'+1).
2

(23) T =

De méme, la derniére valeur de p, correspondant a 5= Sg, est
donnée, toujours d’aprés (18), par

/

ou, en vertu de (17),
p=1r"

Sir" =2, il n’y a aucun terme a retrancher parmi les derniers
de ceux qui ont été sommés dans T.
Si 7 =1, il faut en retrancher le terme

(P'+1)(3p"+6)
Ww VP +8)
2
et si7”’ = o, les deux termes

P'+0Bp'+4)  (P+DEBp'+6)

. . =(p"+1)(3p"+5).

Ces trois cas peuvent se résumer dans cette formule unique :
que /” soit égal 4 o, 1 ou 2, il faut de T retrancher

T = (2—r" Y p"+0)(3p"+1r"+5)

(24) -
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Comme on a, dans tous les cas,
B=T—T— T,

on voit, en sereportant a ’expression de N donnée plus haut, que
I’on a finalement

(25) N=A+T—(Z+T~+T"),

les quantités figurant dans le second membre étant données res-
pectivement par les formules (21), (22), (20), (23) et (24).
Prenons, par exemple, S = 100. Nous avons alors

SG=16, S,3= 33, e =1,

=5, p =11, p' =16,
r =o, r =o, =i,
puis
A =3 Xx15X%5 =132,
T =9(5x 42+12 % 37) = 5880,
Z =32x17x6=3261,
T' =o,
T" = 17 < 27 = 459,
d’ou
N =6111— 3723 = 2388,
Autre méthode pour le cas ot 3= 0. — Voici une aulre mé-

thode qui, dans le cas général, conduit a des calculs plus pénibles
que la précédente, mais qui, par contre, lorsqu’on se borne a la
monnaie courante en excluant les piéces de off,20, c’est-a-dire
lorsqu’on suppose 5 = o, conduit plus rapidement & la formule
(19')-

Faisant z = o dans les équations initiales, on en déduit, par
addition et soustraction

6u+3(v+y)=28S—ux),
ju=v—y.

Il en résulte immédiatement que ¢ + y est multiple de 2, et
¢ —y multiple de 4. Posant donc

v +y =27, f—y =43,
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et éliminant u, on a I'équation
30 +30=S—=z.

S — z devant, d’aprés cela, étre positif et multiple de 3, les
seules valeurs que I'on pourra donner & z seronto, 3,6, 9, ...,

. S
383, 83 représentant toujours E <§> - Prenons1’une de ces valeurs

3 k. L’équation s’écrira alors
S+o=4k.
Or, d’aprés la définition méme de 3 et &, on doit avoir

48% 20,
ou

c’est-a-dire
6§E (—) ou ks.

Les solutions correspondant & une valeur de & sont donc don-
nées par 8 =0, 1, 2, ..., k;. Elles sont au nombre de k3 +1, et
I’on a pour le nombre cherché

k=8,

n= 2(k3+ I).

k=0

Les nombres k3 ayant de trois en trois la méme valeur, nous
voyons, en utilisant les notations définies par (17), que

p-1
n=32i+r+5,+|,

1

< étant égal a p', 2p' ou 3p’ suivant que 7 =o, 1. 0u 2, ce qu'on
peut exprimer en posant

= (r'+1)p'.

Remplagant d’autre part S, par sa valeur 3p'-+ 1, on a finale-
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ment

n

= ppr—n (’;—I) + (Fr4+D)p' 4+ 3p 1+,

= p_; @Bp'+2r'+5)4+r'+1,

— (p'+n[3p'+ z(r’—}-l)]’
2

ce qui est bien la formule (19’).



