BULLETIN DE LA S. M. F.

L. RAFFY
Sur le réseau diagonal conjugué

Bulletin de la S. M. F.tome 30 (1902), p. 226-233.
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1902__30__226_1>

© Bulletinde la S. M. F., 1902, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. Fatsp{/smf.
emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html), implique I'accord avec

les conditions générales d’utilisatiomtp://www.numdam.org/legal.php).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numeérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1902__30__226_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

- 226 —

SUR LE RESEAU DIAGONAL CONJUGUE;
Par M. L. Rarry.
Je me propose d’étudier ici le réseau conjugué que découpent

sur une surface les courbes tangentes en chacun de leurs points
a I'un des diamétres conjugués égaux de l'indicatrice. Ces dia-
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métres égaux étant les diagonales du rectangle des axes, nous
donnerons aux courbes considérées le nom de lignes diagonales
et au réseau qu’elles forment le nom de réseau diagonal (conju-
gué). Il est évident que ce réseau est réel sur les portions de
surface ou les lignes asymptotiques sont imaginaires et inverse-
ment. Cest d’ailleurs un résultat que nous allons retrouver en
comparant les lignes diagonales, les lignes asymptotiques et les
lignes de courbure.

1. Tutorime I. — Si lon considére les tangentes aux lignes
diagonales, aux lignes asymptotiques et aux lignes de cour-
bure qui se croisent en un point ordinaire d’une surface quel-
conque, ces trois couples de droites, pris deux a deuz, forment
des faisceaux harmoniques.

En effet, les lignes diagonales étant conjuguées par rapport a
I'indicatrice, forment un faisceau harmonique avec les directions
asymptotiques de cette conique; admetlant comme bissectrices
les lignes de courbure, elles forment avec elles un faisceau har-
monique. D’autre part, les lignes asymptotiques forment un fais-
ceau harmonique avec les lignes diagonales et avec les lignes de
courbure, puisque ces deux couples de 'droites sont des diamétres
conjugués de l'indicatrice. 1l suit de la que les lignes de courbure
forment faisceau harmonique avec les lignes diagonales et aussi
avec les lignes asymptotiques.

2. Tutorime II. — Si Uon rapporte une surface a Uun des
trois réseaux formés par les lignes diagonales, par les lignes
asymptotiques et par les lignes de courbure, prises successi-
vement pour lignes coordonnées (u = const., ¢ = const.) les
équations différentielles des deux autres réseauzx ne con-
tiennent pas de terme en dudy et se déduisent l’une de Uautre
par le changement de dv* en — dv?.

En effet, ’élément linéaire d’une surface étant-
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?,

la direction définie par le couple (du, dv) est, comme on sait, la
diagonale du parallélogramme qui a pour cbtés consécutifs le
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segment Edu, porté sur la tangente 4 la courbe ¢ = const. issue

du point considéré (u,v¢), et le segment /Gdv porté sur la tan-
P W) g P

gente a la courbe u = const. Son coefficient angulaire relative-
ment a ces axes est donc

Or, pour que deux droites forment avec les axes coordonnés un
faisceau harmonique, il faut et il suffit que leurs coefficients
angulaires soient égaux et de signes contraires. Chacun des deux
réseaux autres que celui auquel on rapporte la surface a donc
une équation diflérentielle qui ne contient pas de terme en dudv.

Soient m, et m, les coefficients angulaires des tangentes aux
courbes de I'un de ces réseausx; soient m; et m, ceux de I'autre
réseau. Nous venons de voir que I'on a

my -+ my=o, mz—+ my =o.

La condition générale pour que le faisceau des quatre droites
de coefficients angulaires m,, m,, m,, m, soit harmonique

(my + myg) (M3 + my,) = 2(myms + mgm,)
se réduit en conséquence a
mi}-+ m3i=o,

ce qui exige que les équations différentielles des deux réseaux ne
difféerent 'une de I'autre que par le changement de dv? en — dv2.
Le théoréme est donc complétement démontré.

3. Equation différentielle des lignes diagonales. — Sup-
posons la surface rapportée a des coordonnées curvilignes quel-
conques et proposons-nous de former I'équation différentielle des
lignes diagonales. On sait que le rayon de courbure R de la
section normale déterminée par la direction (du, dv) a pour
expression

Edu? + 2Fdudy + Gdv?

R=saw 20 dudy + 8 dv?’

Réciproquement, étant donné R, cette équation définit les -
deux directions (du,dv) et (d'u,d'v) pour lesquelles la section
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normale a un rayon de courbure égal 2 R. Pour exprimer que ces
deux directions sont conjuguées, on a la condition bien connue

Sdudu + ¥ (dud'v +dvd u)+8ded v = o,

qui donne ici-
R 88 —2F¥ - E¥ R, +R,
=Ty —en T

Ainsi R est la demi-somme des rayons de courbure princi-

paux (*). En conséquence, I'équation différentielle des lignes dia-
gonales en coordonnées curvilignes quelconques est

Edu?+2Fdude + Gdot _ G —oF3' - E¢"
ddu? + 28 dudo +08"de? ~—  2(8¢" — 3'2)

(n

Cetle équation permet de déterminer par quadratures les lignes
diagonales des hélicoides, des surfaces spirales et des quadriques.
Elle montre que, sur les surfaces minima, les lignes diagonales
coincident avec les lignes de longueur nulle.

SiI'on a égard a I’équation des lignes asymptotiques

(2) Sdu? +28'dude +3'dot=o
el a celle des lignes de courbure
(3) (F& - E3")du? + (G3 — Ed")dudv + (G3' — F&")dv? — o,

on peut retrouver d’'une autre maniére I'équation (1). Ecrivons-la,
en effet, comme suit :

1) Ldu? +~ 2Mdudv + Ndv? = o.

Exprimons que les deux directions ainsi définies forment un
faiscean harmonique avec les directions (2) des lignes asympto-
liques ; nous aurons

(5) LY — aM& + N3 =o.

Mais, comme elles forment aussi un faisceau harmonique avec
les directions (3) des lignes de courbure, on a pareillcment

(6) L(G8' — F38")—M(GS — E¢") + N(F3 — E3') = o.

(') Clest ce que l'on eat pu voir directement, en appliquant a la conique
indicatrice le premier théoréme d’Apotonius. '
XXX.
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Eliminant L, M, N entre les trois équations (4), (3), (6) on
obtient I'équation des lignes diagonales sous la forme

du? —adudy do?
{ay 3" 2¢’ 3 =o.
Go' — Fo” Go — E¥” F§ — E&

4. Lacomparaison des équations (1), (2) et (3) permet de véri-
fier le théoréme II; elle conduit, en effet, trés simplement aux
conclusions suivantes.

Une surface étant rapportée a ses asymptotiques (8 =8"=o)
les équations

Edu? + Gdv? = o, Edut —Gdv: = o

appartiennent : la premiére aux lignes diagonales, la seconde
aux lignes de courbure.

Une surface étant rapportée a ses lignes de courbure
(F =8 = o) les équations

sdu? — 3"dv? = o, ddu? +3"dv* =0

appartiennent : la premiére aux lignes diagonales, la seconde
aux lignes asymptotiques.

Une surface étant rapportée a ses lignes diagonales, on a

3 _ &
(7 ) a' = 0, E = a ]
et les deux équations
ddut — 8"dv? = o, 3du? + 8"dv? = o,

appartiennent : la premiére aux lignes de courbure, la
seconde aux lignes asymptotiques.

5. Surfaces rapportées au réseau diagonal. — On peut
obtenir directement les conditions

~ s &

(7) 0 =0, ETGg’

qui caractérisent le réseau des lignes coordonnées comme étant
le réseau diagonal : il suffit d’exprimer que leslignes coordonnées
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sont conjuguées et qu'elles admettent pour bissectrices les lignes
de courbure.

Introduisons ces conditions dans les équations fondamentales
de la théorie des surfaces :

‘ ‘81}72_8,’211,'“3, (H? = EG — F?),
3G -2 -ct-mier i
Si nous posons
(8) M=g=0
ces équations s’écrivent
_ 1
vVEG VR, R,

Iy ——dl;fl=cl+Aig+%',

Grace a4 la valeur trouvée pour ), I'élément linéaire de la
représentation sphérique, dont I’expression générale est

_ G — aF¥ + E¥

e (3dut + 28 dudy + 8 do?)

de*
A3 — 32

- ——H—-’i-'(Edu’ +aFdudv + Gdv?),

se réduit dans le cas présent &
(9) dot = —— (Edut — 2F dudv + Gdv?).
R;R,

On remarquera l'analogie de cette formule avec celle qu'on
obtient quand la surface est rapportée a ses lignes asymptotiques,
savoir

dot = — —— (Edu? — 2F dudp + Gdo?).
RiR,

Considérons maintenant les équations analogues aux équations (1),
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ou figurent, au lieu des coelficients E, F, G de ’élément liné-
aire ds? et des fonctions A, A,, B, B, C, C; quis’en déduisent,
les coefficients e, f, g de fiu*‘ et les fonctions a, a,, b, by, ¢, ¢,
homologues des précédentes. Ces formules sont les suivantes:

OBy 0By By
Ju \Z) T Z) Tap T2yt ay
(1r) o o N (h* =eg — f?),
ﬁ(a' _9 9.'>_ o e ¥
do \h du(h =R R’
auxquelles il faudrait joindre celle qui exprime que la courbure
totale de la forme quadratique B

>

oo

ds? = edu? =- 2 fdudy -+ gdv?
est égale a 1.
En vertu de la relation (9) on a

E . ¥ G o

(‘IO) e == ms _/ = —R—|T{g’ &= ms - R, Rg

Si donc on pose

:_‘)_:_'f"‘hy

(tr
) &

Qo2

et qu'on lienne compte de 'expression de A, il viendra

| VR,
13 —3 —_—
C Ves
7
arny _logp L, 8 %,
Jv e
o o
Ldose oo g
ou g g

relations dont l'analogie avec les équations (I) est compléte. On
en déduit

S 6;.\ 9 3
(12) 3u (c'_r—(l'o_+"e):b;:<a+c§+i—r)

Telle est la condition nécessaire et suffisante pour qu'une
Sforme
ds? = edut + 2 fdude + gdv?,
dont la courbure totale est égale & 1, soit U'élément linéaire
de la représentation sphérique d’une surface, rapportée a ses
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lignes diagonales. En eflet, I'équation (12) étant vérifide, les
deux ‘derniéres équations (1)’ déterminent une fonction y, & un
facteur constant prés. Alors la premiére des équations (II) fait
connaitre le produit R, R,; les relations (11) fournissent & et 8”;
on prend & nul; enfin les formules (10) donnent E, F, G. On con-
naft donc' les six fonctions E, F, G, 3, &, 3’, ce qui détermine la
surface, 4 la position prés.

6. On pourrait, 4 'aide des formules (I)’ ou (IIY, chercher a
déterminer des surfaces sur lesquelles le réseau diagonal posséde
certaines propriétés, telles que celle dont nous allons donner un
exemple.

Considérons les surfaces de translation dont les deux familles
de génératrices sont des courbes planes, situées dans des plans
rectangulaires. L'équation générale de ces surfaces est

z2=X(z)+Y(y).
Pour ces surfaces, on a visiblement

E=1+X2 G=1+Y"

~ N 2
) o )
o = ) 6':0.

Si donc on veut déterminer les fonctions X et Y de facon
que les génératrices planes (z = const., ¥ = conslL.) soient lignes
diagonales, on trouvera

X’ - Y”
T+ X2 i+ Y?

"W

Ces deux rapports doivent étre constants. L’'intégration est
immédiate et I'on obtient la surface

emz=cosmxcosmy  (m =constL.),

dont les lignes de courbure se déterminent par quadratures et
sont, en projection surle plan des zy, égalementinclinées sur les
axes coordonnés.



