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SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS IMPLICITES;

Par M. E. GOUKSAT.

On connaît les beaux résultats obtenus par M. E. Picard dans
l'étude des équations différentielles et des équations aux dérivées
partielles, grâce à sa méthode des approximations successives.
Celle mélhode s'applique également avec une grande facilité à la
théorie des fonctions implicites. Pour fixer les idées, je resterai
d'abord dans le domaine réel, quoiqu'il soit bien aisé d'étendre
les résultats aux fonctions définies par des équations dont le pre-
mier membre est analytique.

1. Soit/(^,y) une fonction des deux variables indépendantes
réelles x et y, continue dans le voisinage d'un système de valeurs
•^Oî^o» ^el que/^oïj^^o. Pour préciser, nous supposerons
que cette fonction est continue dans un domaine D défini par les
inégalités

( î ) ^Q—fï^y^XQ^-a, y^—b^y^y^-^-b,
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a et b étant deux nombres positifs. Nous admettrons de plus que
l'on peut choisir les nombres a et b assez petits pour que l'on ait

(%) l/(^y) -/(^y) i < K iy-y i,
x étant une valeur quelconque comprise entre XQ— a et ^o+ ^r
y ' ^ y 1 1 étant de même deux valeurs quelconques dey comprises
entre yo—b et Jo-t-6, et R un nombre positif constant/?/^
petit que l'unité. Cette dernière condition sera certainement véri-

fiée si la fonction f{x^y) admet une dérivée partielle ÔJ- s'annu-

lant pour x = XQ^Y ==yo? et continue dans le voisinage.
Ces conditions élant supposées satisfaites, nous allons démon-

trer que V équation

(3) y-yo=/(^,y),

où l'on regarde x comme une variable indépendante et y
comme V inconnue admet une racine^ et une seule, qui tend vers
YQ lorsque x tend vers XQ.
Il est clair que l'on peut, dans la démonstration, supposer XQ=O,

y^= o. L'équation (3) prend la forme

W ^=/(^y),

la fonction/(J?,y) s 'annulant pour x ==y == o, et restant continue
lorsque x varie de — a à -h a, et y de — b à 4- b. Posons

(4) yi==/(a-,o), y2=/(a",yi), ..., ^=/(a-,^-i), ...;

il faut d'abord montrer qu'en prenant x assez petit, y<, ya, . . . .
y ni • • • î restent inférieurs à b en valeur absolue. Par hypothèse,
si | x | < a et \y \ < 6, on a

l/(^y)-/(^o)l<K|y|,

K étant plus petit que l'unilé; on a donc a fortiori

l/(^y)l<lyil+K|^|.

Comme y^ tend vers zéro avec x, nous pourrons prendre un
nombre a^a tel que, x restant compris entre — ci! et 4-a', on
ait

| y i l < & ( i - - K ) .
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Si \y\ est infér ieur a /^ on aura donc

| / ( . r , . y ) !<^( i -K)+KA,

ou \f{x^y) [ *< ^î pourvu que x soit compris entre — a! et 4- <?'.
Il s'ensuit que y^ys? • • ^y.ii - ' .seront tous inférieurs à b en
valeur absolue, si la valeur absolue de x est moindre que ar.

Pour prouver que y,i tend vers une limite lorsque n croît indé-
f in iment , considérons la série

( 5 ) y\-^-(yî - y \ ) ^ - ^ y ^ — y î } ^ - - ' •-^-(.rn—.rn-i)-^-"-

Des relations

y//==:/C•r».r/l-l)» .r/.-i=/(.r,y/i-2)

on tire, diapré? la condition (2),

l^—y/.-i | < K |y,t-i —y,,-? I.

Les termes de la série (3) sont donc plus petits en valeur absolue
que les termes d'une progression géométrique de raison K << r .
La somme S// des n premier? termes, ou y,;, tend par conséquent
vers une limite Y lorsque n augmente indéfiniment . Celte l imite ^
estime racine de l 'équation (3), car, si l'on fait croître n indéf i -
niment, les deux membres de la relation

.r/z=/(.y,y//-i)

tendent respectivement vers Y el/^. Y), et l'on a à la limite

Y=/(.r,Y).

Celte racine Y est une fonction de la variable .r, définie dans
l'intervalle (—a! ^ 4- ci'). C'est une fonction continue, car In
série (5) est, d'après ce qui précède, uniformément convergente
dans cet intervalle, et tous les termes sont aussi des fonctions con-
tinues. On a d'ailleurs

i v i ^ - l^il .| Y | < i - K

ce qui montre que la racine Y tend vers zéro en même temps que x.
L'équation (3') /t'admet pas cV autre racine tendant vers

zéro avec .r. D'une (îiçon plus précisOi lorsque x csl compris
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entre —a ! cl + a! ^ il n^cxistc pas (l'autre racine que«Y, (lont l<i
valeur absolue soit inférieure à b. Soit en effet Z une racine, infé-
rieure à b en valeur absolue, de l'équation (3'); des deux relations

z =/(•rlz)? yft=f(^,yn-\)

on déduit, en appliquant toujours la condition (2),

|Z-y,J<K|Z-y,,-i|,
et par suite

|Z-y,J<K//-i|Z-yi|.

La différence Z —y,/ tend donc vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment, et Z est identique à Y.

2. Il est facile de passer de la proposition précédente au théo-
rème d^existence des fonctions implicites, sous la forme q'u^on lui
donne ordinairement. Nous Renoncerons de la façon suivante :

Soit F(;r,y) une fonction, continue des deux variables x, y,
dans le voisinage d7 un système de valeurs x = XQ^ y ==yo^ pour

lequel F(xo,yo) == o, et admettant une dérivée partielle—

continue dans le voisinage du même système de valeurs, mais
différente de zéro pour x == XQ^ y =}\}. L^équation

(6) F(.r,jK)=o,

admet une racine et une seule tendant vers y^ lorsque x tend
vers .To*

Soit en effet m la valeur de la dérivée — pour x == XQ^ y ==y<» ;

m est par hypothèse différent de zéro, et Inéquation (6) est équi-
valente à Inéquation

.y—J'o==7-yo—^- ^('c,y) =f(y,y)-

Or la fonction f(x^ y) du second membre est nulle, ainsi que

— pour x ==• XQ^ y ==yoî et ces deux fonctions sont continues dans

le voisinage. On peut donc appliquera celle équation le théonmc
démontré plus haut; ce qui conduit a la proposition énoncée.
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Remarque. — La démonstration précédente ne suppose rien

sur l'existence de la dérivée—* On peut se rendre compte aisé-

ment que l'existence de cette dérivée n'est nullement nécessaire.
Soit par exemple îp (x) une fonction continue sans dérivée, pre-
nant une valeur positive b pour x == a. L'équation yî=^û(x)
admet deux racines qui tejident respectivement vers ±: ̂ fb lorsque
x tend vers a, et qui sont aussi des fonctions continues de x dans
le voisinage.

3. Considérons maintenant le cas général d 'un nombre quel-
conque d'équations. Soient

/iC^i,^, ...,^;yi,^2,...,y//), ..., //.(.ri,a"2, ...,.y/,; y\.y±, •••,y/0,

p fonctions des n -^ p variables ̂ ,.y^, continues et admettant des

dérivées partielles continues -H- dans le voisinage des valeurs

^==o, .z*3=== o, . . . ,a^==o,yi ==o, . . . ,y^== o. Si de plus les p

fonctions//, ainsi que les p2 dérivées partielles-^ s 'annulent
if "

pour ce système de valeurs, les p équations

(7) yi=/i» ^2=/2, . . . » yp=fp
admettent un système de solutions et un seul de la forme

^l=<Pl(^l,a"î,...,a'/l), y2=<ï>2(.yi,y2,...,^), ..., y/^?/^!,^,...,^),

Çn ?25 • • • » ? / ? étant des fonctions continues des n variables
indépendantes x ^ x ^ , . . ., x^ qui tendent vers zéro lorsque
toutes ces variables tendent vers zéro.

Supposons les fonctions /„ - — c o n t i n u e s pour les valeurs de

•r<, .z-a, . . . ,^ / / ;y i ,y2 , . . . ,j'^ satisfaisant aux inégalités

(8) \ïi [ ^ ai, |^|^a2, .... |.r,J^rt,,, |^i|^&i, ..., |j'p|^^,.

Comme on peut toujours remplacer les nombres a/, bk par des
nombres positifs plus petits, nous supposerons que l'on a choisi
ces nombres assez petits pour que la valeur absolue de l'une quel-

conque des dérivées ̂  soit inférieure à K dans le domaine défini
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par les inégalités (8), K. étant un nombre positif inférieur à l'unité.

Cela est toujours possible, puisque les dérivées yt s'annulent

pour x^ = x^=. . .=yp= o. Nous pouvons aussi admettre pour
simplifier que l'on a ^ = &2 == . . . == ̂  ; car il suffit de remplacer
les nombres 6<, &2? • • • ? bp par le plus petit d'entre eux b.

Cela étant, nous poserons, en appliquant la même mémode que
dans le cas simple traité plus haut,

y\^=fi^ï^^ ' " , X n \ 0,0, ...,0),

y^ =fî{^\^î, • • . , ^ / z ; 0,0, ...,o),(9)

puis

(10)

yy ==//»(^1^^ "-.3Cn\ 0,0, ..., 0),

[ yi'^/iC^,^,...,^;^1^^1^-..^/^),
^^^(^i,^...,^;^^ ....yî0),
1 ..........................................
\yy=fp^^^'"^n\y^\y^\"^yy\

et ainsi de suite. D'une manière générale, on posera

y?=fi(y^^ ...,^; Am-i\^'t-l\ ...,y;w-l)),
i = i, '2, ...,/?; /n == a, 3, ....

Si les valeurs absolues de ./w-n, ••^y^"^ sont inférieures
à b, on a, d'après le théorème des accroissements finis,

|^)^^.i)|<^,^-i)j+^^-i)|^^^K^^.^^

et par suite
|yw-7;•l)|<K6,

et, à plus forte raison,

00 lyr^l.r^l+Kô.^
Mais les fonctions^0 sont des fonctions continues de x^

x^^ ..., Xn qui s'annulent pour x^ == .2-2== .. .== Xn= o. Nous
pouvons donc supposer encore les nombres a,, 03, .. ., dn assez
petits pour que la valeur absolue dey^ soit inférieure à ( i _K) b
lorsqu'on a

l^il^r l^sl^, ..., \x,,\^an.
xxxi. ,3
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L'inégalité (i i) montre que Pon aura aussi \y<^m} | < b, et l'on
démontrera ainsi de proche en proche que toutes les valeurs abso-
lues \yw |, \y^ |, . . ., \y ^l, . . . seront inférieures à b, pourvu
que Fon ait

| a " i [^a i , 1^.2 [^02 , ..., IA^I^O, , .

Des deux relations

i/'^) _ f.f'r y -y • ^('"-15 v('»-l) y(w-l)\.// — J t\x\1 ̂ îî • ' • •> ^ftî ./ l 1 . / 2 » • • • i j ' p }•'

,/Wt-l)_ f-f^r T T • v^—Z) y(M-2) y(/"--2)\y i — J].\x\1xî^ ' ' ' i ^ n ' y i i j ' ï » • • • ' j p h

on déduit de même

| -///^ 'v('n~^ \ ̂  ~ 1 y(/»-i)_ ydn-î] |
I J * — J i f <- n ' • / 1 l / l

^^lr?^- l )-yr-2)l+•••+^ly^-n-y^-2;l•

Soit M,,,_i la valeur maximum des valeurs absolues des diffé-
rences \ y ( / n ^ ï } — y ' / 1 1 " ^ } pour î = = i , 2 , • • • , / ? ; Pinégalilé précé-
dente prouve que l'on aura

[^-i)__^-2)]^KM^.

En particulier, si H est la valeur maximum de \y\l) |, \y^ \. . .,
ly^l, la valeur maximum des valeurs absolues \y^ —y^ |, . . .,
l^/'^ —j/0 | sera moindre que KH, et, en cont inuant de la sorte,
on voit que la valeur absolue de y^—y^11'^ sera inférieure à
K^-'H. La série

yy+ W-y^\ +...+ i^-yr-^l +...

a donc ses termes plus petits en valeur absolue que ceux d'une
progression géométrique de raison K << i. Il s'ensuit quey^ tend
vers une limite Y^- lorsque m augmente indéfiniment. Soient Y , ,
Ya, . . . , Y ^ , les limites vers lesquelles tendent respectivement
yT^yT^ ' ' • ? Y^ ïo^q116 m croît indéfiniment. La relation

,,'w)_ r . f r y v. /y. • v{in-\) ^tit—\')\Yi — J l \ : ^ \ ^ x î ' ^ ' - ' • ) x l l î y \ i ' ' " , } ' ? )

devient à la limite

Y/==//(-yi,^ ...,^; ^'1,^2' • • • ,Y / . ) , î = = t , 2 ? • • • ' / ? •
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On démontre comme dans le premier cas que les racines Y^,

Ya, . . « , Yjr» sont des fonctions continues de x\^ x^^ ..., x^f et
que le système (7) n'admet pas d'autre système de racines tendant
vers zéro en même temps que x^ x^^ . . ., x,i,

4. Prenons enfin un système de la forme la plus générale

/ Fi(;ri,;r,, ...,Xn\ yi,y2, ...,y^) == o,
( ^ x ^ ^2(^1,^2, ...,^; yi,y2, " - ^ ' p ) == 0.

, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
[ Fp(a;i,^, ...,^; yi,y2, ...,^) = o,

dont les premiers membres sont des fonctions continues, et ad-
f)V

mettent des dérivées partielles -— continues, dans le voisinage

d'un système de valeurs x^ x^ . . .,.r°,;y^ . . .,y^, pour lequel
on a Fi === o, Fa== o, . . ., F,^ == o.

Ces équations admettent un système de solutions, et un seul,
de la forme

y\-= ?i(a*i,^î, ...,.r,t), ..., y;,= 9/;(.ri,.T2, ..^^),

?! ? ya» • • • ? ? / » étant des fonctions continues qui tendent respec-
tivement vers y^y^ • • •î.y^î lorsque les variables x^ . . ., Xn
tendent elles-mêmes vers x^ x^ . .., x^ pourvu que le déter-
minant fonctionnel

D(F^, Fg, . . . , F,,)
D(yi,y2, • • • , y / / )

ne soit pas nul pour ce système de valeurs.

Pour simplifier, nous supposerons que l'on a effectué d'abord la
transformation

Xi \ x^ + xi, y k \ yî 4- y k ,

de façon que toutes les valeurs initiales x^ y^ soient nulles.
\pi

Soit aik la valeur de la dérivée — pour ces valeurs initiales; par

hypothèse le déterminant

On €ltî . . . (lip

Oîi a^ , .. a^p\ ==

^pV ^2 • • • ffp
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est différent de zéro. Le système des équations (12) est évidem-
ment équivalent au système suivant .

a-\\y\ -4- ai2y.2 -r-...4-ai,,y^= anyi-4-...4-ai,,y,,—Fi === cpi,
^ a-l\y\ 4-rt22y-2+-. .+^2//y// ==^2171 -T-...-+-a2/^p——Fî ==îp3,

^/.iyi + 0^272+...+^prp=a^i7i+...+^,,y,,—Fp= ̂ ;

les seconds membres î5i, cpa» • • • ? ? / » sont nuls, ainsi que leurs

dérivées partielles yîi pour *r(= o, yk= o. En résolvant ce nou-
*/ w

veau système par rapport ày<,y^ • • ^ y p i on obtiendra donc en
définitive un système de la (orme (7).


