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SUR LA THEORIE DES FONCTIONS IMPLICITES;
Par M. E. GoursaT.

On connait les beaux résultats obtenus par M. E. Picard dans
I’étude des équations différentielles et des équations aux dérivées
partielles, grice a sa méthode des approximations successives.
Cette méthode s’applique ¢galement avec une grande facilité a la
théorie des fonctions implicites. Pour fixer les idées, je resterai
d’abord dans le domaine réel, quoiqu’il soit bien aisé d’étendre
les résultats aux fonctions définies par des équations dout le pre-
mier membre est analytique.

1. Soit f(z,y) une fonction des deux variables indépendantes
réelles z et y, continue dans le voisinage d'un systéme de valeurs
Zoy Y0, el que f(zo,¥,) = 0. Pour préciser, nous supposerons
que cette fonction est continue dans un domaine D défini par les
mégalités

(1) To—aixixy+a, yo—biySyo+ b,
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a ct b étant deux nombres positifs. Nous admettrons de plus que
Pon peut choisir les nombres @ et b assez petits pour que or ait

(2) f(z, ') =Sz, ") | <K|y'—¥"|,

z ¢tant une valeur quelconque comprise entre z,— a et x4+ «,
Y'yy" étant de méme deux valeurs quelconques de y comprises
entre yo— b et yo+ b, et K un nombre positif constant plus
petit que Uunité. Cette deruniére condition sera certainement véri-

I

dy

lant pour £ = z,, y =y,, et continue dans le voisinage.
Ces conditions élant supposées satisfaites, nous allons démon-

trer que I'équation

fiée si la fonction f(x,y) admet une dérivée partielle -~ s’annu-

(3) Yy —ryo=flz,y),

ot Uon regarde x comme une variable indépendante et y
comme ’inconnue admet une racine, et une seule, qui tend vers
Yo lorsque x tend vers x,.
Il est clair que I’on peut, dans la démonstration, supposer z,=o,
o= 0. L’équation (3) prend la forme .

@39 ¥y =f(z,y),

-1a fonction f(x, y) s’annulant pour £ = y = o, et restant continuc
lorsque z varie de —a a + a, ety de — b a + b. Posons

(5)  =f@0),  ya=S(Z:71)s crer Fu= (@ Tnt)s i

il faut d’abord montrer qu’en prenant z assez petit, ¥y, ¥a, . . .,
Yny + -, vestent inférieurs & b en valeur absolue. Par hypothese,
sijlz|<aet|y|<b,ona

|f('7'1.7)_/(‘7')0)‘<K‘.}'|1
K étant plus petit que 'unité; on a donc a fortiori
/(@) <Irl+Klyl

Comme y, tend vers zéro avec x, nous pourrons prendre un
nombre a’< a tel que, £ restant compris entre — «' ct + a', on
ait

Iyl <o(1--K).
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Si |y | estinféricur a b, on aura donc
|f(z, )1 <bi1—K)+ Kb,

ou | f(z,y)| << b, pourvu que x soit compris entre — a’ ct + a'.
Il s’ensuit que ¥4, ¥2, .- -y ¥u, - - - seront tous inféricurs a 4 en
valcur absolue, si la valeur absolue de x est moindre que a'.

Pour prouver que y, tend vers une limite lorsque 7 croit ind¢-
finiment, considérons la série

(5 Y1 (Pe=y)+(rs—y2) +. o (Yn—Ya—1) +- .
Des relations
Yn=J(2, Y1), Yu—1=J(1, Yn-s)
on lirc, d’aprés la condition (2),
| yn—=Yuat | <K|yn-1—yn-2|

Les termes de la série (3) sont donc plus petits en valeur absoluc
que les termes d’une progression géométrique de raison K <.
La somme S, des n premiers termes, ou y,, tend par conséquent
vers une limite Y lorsque » augmente indéfiniment. Cette limite Y
est une racine de I'équation (3), car, si I'on fait croitre n indéli-
niment, les deux membres de la relation

Yau =./.('T).}/IIAI)
tendent respectivement vers Y et fiz, Y), etl'on a a la limite
Y =f(x Y).

Cette racine Y est une fonction de la variable z, définic dans
Iintervalle (— @', +a'). Clest une fonclion continue, car la
série (5) est, d’aprés ce qui précéde, uniformément convergente
dans cct intervalle; et lous les Lermes sont aussi des fonclions con-

tinues. On a d’aillcurs
|
K

Y] < Il}’ L,
ce qui montre que la racine Y tend vers zéro en méme temps que z.

L'équation (3') 1’'admet pas d’autre racine tendant vers
séro avee x. D'une facon plus précise, lorsque x est compris
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entrc — @' ct + &', il n’cxiste pas d'autre racine que.Y. dont la
valeur absolue soit inféricure a b. Soit en cffct Z uncracine, infé-
rieure a b en valeur absolue, de I’équation (3'); des dcux relations

LZ=jf(x1), Yn=J(2yn-1)
on déduit, en appliquaat toujours Ja condition (2),

IZ"}’n|<K'Z_}’u—l|1
ct par suite
IZ_]’/xl<Kn_’|Z_.}/i [

La différence Z — y, tend donc vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment, et Z est identique 2 Y.

2. 1l est facile de passer de la proposition précédente au théo-
réme d’existence des fonctions implicites, sous la forme qu’on lui
donne ordinairement. Nous ’énoncerons de la facon suivante :

Soit F(z,y) une fonction continue des deux variables x, y,
dans le voisinage d’un systéme de valeurs x = z,, y = y,, pour
i OF
lequel F(xo,y0) =0, et admettant une dérivée particlle —
a
continue dans le voisinage du méme systéme de valeurs, mais
différente de 5éro pour x = xo. y = yy. L'équation
(6) F(r,y)=o,
admet une racine et une seule tendant vers y, lorsque x tend
vers x,.
. , ., OF
Soit en effet m la valeur de la dérivée — pour z = 24, ¥y = y4;
ady
m est par hypothése différent de zéro, et I’équation (6) est équi-

valente a I’équation

I
y=Jdo=y —=yo— - Pz y)=f(z,7)

Or la fonction f(z,y) du second membre est nulle, ainsi que
o pour & = Zy, ¥ = ¥, ct ces deux fonctions sont continues dans

. ne a ra cctie cquation IC '.ll(_()ll me
]e &()lSllla,,‘e Oll eul d() p Il( ue 11 L

» S d 2€ ( LU K S 0 .
d( monltre¢ Pllls II IU" ( l"l C()ll(lllll t '1 l)li)l)()‘«lll m enonccee
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Remarque. — La démonstration précédente ne suppose rien
. . oF sox
sur I'existence de la dérivée —- On peut se rendre compte aisé-

ment que l'existence de cette dérivée n’est nullement nécessaire.
Soit par exemple 9 (z) une fonction continue sans dérivée, pre-
nant une valeur posiiive b pour & = a. L'équation y?=¢(z)
admet deux racines qui tendent respectivement vers = /b lorsque
z tend vers a, et qui sont aussi des fonctions continues de x dans
le voisinage.

3. Considérons maintenant le cas général d’un nombre quel-
conque d’équations. Soient

fl(‘lezh s Tny Y1y V2 "~:.}’[’)1 sy fl’(‘Tiv‘Th ey Ty Y1 Y2, "‘1}'[’),

p fonctions des n + p variables x;, &, continues et admettant des

., . . 9 ..
dérivées partielles continues 5£ dans le voisinage des valeurs

Ly=0,Z3=0, ..., Zn=0, )1 =20, ..., ¥p=0. Si de plus les p

. .o . , e, . of i
fonctions f;, ainsi que les p? dérivées particlles ‘-’J’ﬁ’ s’annulent
&

pour ce systéme de valeurs, les p équations

(7) n=ru  ri=fu, - =S

admettent un systéme de solutions et un seul de la forme

V1= P1(X1, T2y 0y Tn)y V2= QiZ1, T2y s Ta)y ooy YV p=9p(ZT1, T2,y ..., Zn),

@15 Pay « - -y Pp Etant des fonctions continues des n variables
indépendantes x,,x, ..., x,, qui tendent vers zéro lorsque
toutes ces variables tendent vers séro.

- 9 .
Supposons les fonctions f;, Yt continues pour les valeurs dc
oy
Zyy Lay ooy Tuy Yoy Yay - - ) p satisfaisant aux inégalités

(8)|-Tll§aly |:r,|§a,, ceey l""nlgan, I}'ﬂé-b;, ) |]'p|§bp-

Comme on peut toujours remplacer les nombres «;, by par des
nombres positifs plus petits, nous supposerons que 1'on a choisi
ces nombres assez petits pour que la valeur absolue de 'unc quel-

, e, aof ; o e, . K . . .
conque des dérivées J'yﬂ soil inférieure a > dans le domaine délini
A )
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par les inégalités (8), K étant un nombre positifinférieur a I'unité.
. . . s g Jf;
Cela est toujours possible, puisque les dérivées Wf‘ s’annulent
k

pour xy = xy=

...=yp=o0. Nous pouvons aussi admeltre pour
simplifier que 'ona b, = by=...= b,; car il suffit de remplacer
les nombres by, ba, ..., b, par le plus petit d’entre eux b.

Cela éilant, nous poserons, en appliquant la méme méfhode que
dans le cas simple traité plus haut,

)'(l"\zfl(xl)xh ceesZpy 0,0, 0, 0)7
}’\z”:fz(-’l'n-z'zy ey Xy 0101 "‘10)v

(9
) ................. BRI Ceeeea,

}’;l‘)sz(xh‘rh ceeyTp; 0,0, ..., 0)1
puis
oy _ . .
‘ y‘f)——fi(“’nz‘z, cey Ty .}’(11(7}’(2”) . ';.y})”)y
4

—_ . i
Eg)—fz(zhxh sy Zn;y }’(1 )7}’(2”7 ey ;)”)7

(10)

. ‘)
( }’;12)=fp(1'1,$2. cer Ty .y(ll)hy(I“’ "'v.}’;})),

et ainsi de suite. D'une maniére générale, on posera

J— . . n— m-1) -
y;”l—fl("rlszﬂ’ ceey Tl YYDy, "*’.y;lm D),

I=1,2,...,p; m=2,3,....

Si les valeurs absolues de y(™", ...,y sont inférieures

a b, on a, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

I},Em)__},}l) l < *l:;!}'(lm—“l'*' %]}’(gm““] a4 %L},;m—n s

et par suite
L7 =yt | < Ko,
et, a plus forte raison,
(1) | | <1y |+ Kb.
'

Mais les fonctions y;' sont des fonctions continues de z,,
Z3, «.., &y qui s'annulent pour 2, =2x,=...= z,= 0. Nous
pouvons donc supposer encore les nombres a,, a., ..., a, assez

petits pour que la valeur absolue de y{"’ soit inférieure & (1—K) b
lorsqu’on a

ll':léa:' |-Tal§az7 cioy lza|San.
XXXI. 13



— 190 —

L’inégalité (11) montre que I'on aura aussi | ™| << b, et Fon
démontrera ainsi de proche en proche que toutes les valeurs abso-
laes [3® |, 172, <oy |y ™), - .. seront inférieures a b, pourvu
que I'on ait

|xlléah Iwilgah ceey ]*Z'nléall-

Des deux relations

(m)

— » . n -~ - -
Yi —fl(‘rh‘z‘h--'v'z'"yy(x, ”,.7(2," ”v--w.}’f:’” “)v
(m—1) _ - - ~2)
)"' ——f.,'(,’l'hxg, .. ,.Z'/; }'(’" 2),]’(3’” 2), ..-._}’5{" 2')v

on déduit de méme

- K,
I]'(I") i_m 1) l < })_ I},\{Il—l)_y(‘ﬂl—il I

K, . K
+ ; lylg"l—l) _},(2111—2) , ‘. }; I},(,’m—u _.},;:II-Z, l

Soit M,,,_, la valeur maximum des valeurs absolues des diffé-
rences |y~ —y "7 | pour i=1,2,...,p; l'inégalité précé-
dente prouve que I'on aura

,y(m n__ i,""‘?) | < KM,y.

En particulier, si H est la valeur maximum de ly‘” Ly,
|75 |, 1a valeur maximum des valeurs absolues [y¥ — ", .. .,
|Vp o ¥y | sera moindre que K, et, en continuant de la sorte,

(m)

on voit que la valeur absolue de y{™ — y{™~" sera inférieure a

Km=1tH. La série

( ") (.Ill —_

— L

1) (2) (1)
Yy =y

a donc ses termes plus petits en valeur absolue que ceux d’une
progression géométrique de raison K < 1. 1l s’ensuit que 3" tend
vers une limite Y; lorsque m augmente indéfiniment. Soient Y,,
Y2, ..., Y, les limites vers lesquelles tendent respectivement
Py o oY lorsque m o croit indéfiniment. La relation

o -
yit =S, @ey o, Ty YTV, L, 00
devient a la limite

Yl=fi(riva‘l‘ ey Tps ‘h\"‘ "'7Y/;\n i=‘12) e P
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On démontre comme dans le premicer cas que les racines Y,
Y., ..., Y, sont des fonctions continues de z,, 3, ..., Zn, €t

que le systéme (7) n’admet pas d’autre systéme de racines tendant
vers zéro en méme temps que &y, La, + . ., Zn-

4. Prenons enfin un syst¢me de la forme la plus générale

‘ F](-Tl,.’l'g, ooy Ty .}’17.}’21 ~--1.7p) =0,
|’l').) { F’(xl’$2y-"yz‘n;_yhyﬂy"-v]‘[)):ov

' FP("’;hzh ceesZTny Y15V 2 “'7.7[)):01

dont les premiers membres sont des fonctions continues, et ad-

., L. oF; . . .
meltent des dérivées partielles W;- continues, dans le voisinage

d’un systéme de valeurs z{, z3,...,2,; ¥}, .. .,¥5, pour lequel
onaly=o0,F;=0,...,F,=o0.

Ces équations admettent un systéme de solutions, et un seul,
de la forme

}’l=?l(xhx27"'yxn)r ey .}'[’z‘?p(xhzh -Hvxll)v

D1y Pay + « +, Pp €lantdes fonctions continues qui tendent respec-
tivement vers ¥, ¥y, « -y ¥ ps lorsque les variables z,, . .., zn
tendent elles-mémes vers z\, x3, - .., zy, pourvu que le déter-
minant fonctionnel

D(Fy, Fy, ..., Fy)

D(}'hyh s )

ne soit pas nul pour ce systéme de valeurs.

Pour simplifier, nous supposerons que 1'on a effectué d’abord la
transformation
@i | 2]+ 20, Yr| Y+ Vi
de facon que toutes les valeurs initiales z, y§ soient nulles.
. .., OF; o e
Soit a; la valeur de la dérivée ;)7; pour ces valeurs initiales; par
hypothése le déterminant

Ay Az .. Qqp

1 @21 Qa2 ves Qs
A= r

Apr Ape ... @,
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est différent de zéro. Le systéme des équations (12) est évidem-

ment équivalent au systéme suivant .

apyr+apy:+...+~apyp=anyr+...+a@1p¥p _Fl = 1
Ay + Qog)ys ... QopYp =AYy +...+ Qspyp— Fa = g3,

......................... B I I I I I I I IR I AT I AP

(13)
amy1+ Gpyat.. .+ QppYp=apYi+...+app¥p—Fp=109,;
les seconds membres ¢, ¢,, ..., ¢, sont nuls, ainsi que leurs

L - . 09
dérivées partielles I}’_;: pour z;= o, ¥4+= o. En résolvant ce nou-

veau systéme par rapport & ¥y, ¥, . . ., ¥p, on obtiendra donc en
définitive un systéme de la forme (7).



