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SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES D'UN SYSTÈME COMPLET
D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

D'UNE SEULE FONCTION INCONNUET

Par M. N. SALTYKOW.

Considérons un système complet (1) de m équations

( pk= H/,(X^XÎ, .. .,.r,/,^,/?,, î,7?,,^,, ...,/?,t),
/ À' == i, 9,, ..., m,0)

où les fondions Hi, Ha, • • • ? îï/n sont holomorphes dans le voi-
sinage des valeurs zéro des quantités x^ x^ ..., x,^ ^, Pm^.\r
Pm-{.2j • • • ? pu considérées comme des variables indépendantes.
Cela étant, le théorème de Cauchy démontre Inexistence (Vune
intégrale z du système (i) holomorphe dans le domaine du
point x^= x^=... == Xn=o et telle que les valeurs

àz àz àz
()j',n-i-l àXin-^î î àx,^

pour x^ == x^ ==...== Xm= o, deviennent identiques à

f V V ..., j/L.
à-Vm+i ÔXm^ 9 ôXn9

f étant une fonction des variables Xm^i Xm^i^ ..., x^ arbi-
traire, mais holomorphe aux environs du point

•^w-H == *^//z-+-2 == • • • == Xff, == 0,

( l ) Cf Journal de Mathématiques, i8()<), p. 4 3^.
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s'annulant pour ce demie/') ainsi cfuc toutes ses dérivées du
premier ordre.

La démonstration de ce théorème, qui va être exposée, est
fondée sur rintroduclîon de la notion de fonction majorante du
système (i).

Il est aisé de représenter le développement de Hûtégralc en
question par la série de Maclaurin (1) ,

- ^^ 4 /y.0^1 /y^3 fy^-n-' = ̂ .Aa.l,v.t,...,y.nx\ x-! • • '^ti- •

Notre problème revient alors à démontrer la convergence
absolue et uniforme de cette dernière série.

Les fonctions Hi, Ha, ..., tim étant développables en séries de
Maclaurin aux environs des valeurs zéro des variables x^ x^^ ...,
x,^ z^pm^ipm^ • • -5 Pm soient r le plus grand des modules de
ces dernières et M le plus grand des modules des fonctions HA
dans le domaine considéré; désignons enfin par p et N les valeurs
analogues relatives à la fonction/. Cela posé, les fonctions

M

(2)

X j 4- X^ -4- . .. -r- Xn -+- Z -4- pm+ï •+- Pm-^-î •+- ' ' ••+• pn

r

N ( a-^-n -4- X,n^ -+-...-»- Xn )8

p " p — (X,n^t -+- X ,«-4-2 -+-... -4- Xn )

sont développables, dans le même domaine, en séries de Ma-
claurin, dont les termes sont supérieurs aux termes correspon-
dants des séries représentant les fonctions H^ et/.

Formons ensuite le système complet

(3) P A = = H , Â'= 1,2, . . . ,w,

PA désignant les dérivées partielles du premier ordre de la fonc-
tion Z par rapport aux variables indépendantes x^ x^ ..., Xn
et H représentant la fonction

H M
;ri-h^î-t-...-+-»y«-4--Z-+-Pw-M+ Pw4-2-^-"-^- pft

r

( ( ) GOURSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles
du premier ordre. Paris, 1891, p. 178-1^9. — DELASSUS, Leçons sur la théorie
analytique des équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. 20-21.



On voit aisément que notre problème revient à calculer une
intégrale Z du système (3) holomorphe aux environs du point
x^ ==.2'2==- • •=== ^n= < > î telle que les quantités

aï ô7. f)7.
f-tf ~~—————— f — j • • • y

àVni+\ ^//i-+-2 ^n

deviennent, au point x\ == x^=.. .== Xjn= o, égales aux valeurs
correspondantes de la fonction (2) cl de ses dérivées premières
par rapport aux mêmes variables indépendantes.

Si l'on met le système (3) sous la forme suivante,

P/,- Pi=o, À =='2, 3, . . . ,/»,
P i = H ,

l'intégrale générale des équations de la première ligne est

Z = F (.TI 4- ^2 •+' • • • 4-" x^^t) y/ll+17 Xin+îi • • • i ^n )f

F étant une fonction arbitraire. Par conséquent, en introduisant
les notations

Xi -+- Xî 4-. . . 4- X,n = .y, a"w+l -h ^//z-4-2 + • • • -+- y H == y 7

on parvient à Inéquation aux dérivées partielles du premier ordre
p et q d'une fonction u par rapport aux variables indépendantes
x ety,

(4) [x -h y 4- u-\-(n—m)q—/-]/?-t- M/' = o,

dont il s^gil de trouver une intégrale u holomorphe aux environs
du point .y===y==o, telle que, pour ^===0, la fonction u et sa

dérivée -(- deviennent respectivement identiques à

N y2 N à [" y2 1
F'pCp—j") ' p^.rl^p—.r)-]

Ce dernier problème a été résolu par M. Rônigsberger (1). Le
résultat requis s^obtient aisément si Pon transforme l'équation (4)
en prenant/? comme nouvelle variable indépendante, au lieu deXy
et en introduisant , au lieu de M, la nouvelle fonction v définie par

( * ) J. Crelle, Bd. 109, S. S. 273-277. — Mathem. Ann., Bd. 42, S. 4S5.



réquation
v == y + u — r — ;r/;>.

Inéquation transformée devient alors linéaire,

àv ( i4-/Q ^ i M/' __.
ày H — m àp -T" n -- jn (n — m)p ~ '

dont l'intégrale demandée s'obtient sans difficulté.
Le seconde question que je veux aborder à présent concerne

Inexistence unique des intégrales définies par les conditions ini-
tiales du théorème de Cauchy. Nous allons voir ( ^ ) que, dans le
domaine considéré, il n'existe point d^autres intégrales avec les
mêmes conditions initiales que celles qui viennent d'être étudiées.
En effet, supposons le contraire \ soit z^ une intégrale quelconque
admettant les mêmes conditions initiales que Fintégrale z dont
Inexistence vient d^être démontrée, et distincte de cette dernière.
Par conséquent, les identités suivantes ont lieu

àz ,. f ôz àz àz.\-— = il/,, a'1, ,r^, .. ., x,^ ^, -——— » -——— f • • • « -— ) î
ÔXf, \ àx,n^-\ àx,n^î OXn /

—— = U/,. (.ri, a"2, .. ., Xi^ ^, -——l—) -——1-) . • - f —-1- ) *
ÔXk \ àx,n^-\ àx,n^ Û X n l

/ » = = ! , 2, .. ., m.

En les retranchant les unes des autres et posant

z — z^ == u,

on obtient, moyennant le théorème sur le^ accroissements finis,
m identités nouvelles

i au au , au
i —— — A/, u -4- SÏA- ——— -4-... — L/. —— == o,

(5) - àXf, àx,,^ ' " Ô X n

\ À == l, •A, ..., in,

AA, B^, . . . , ii/( é tant des fonctions des variables indépendantes x\,
^2, . .., Xn. Comme z et z^ admettent des dérivées des deux pre-
miers ordres, les coefficients A^, B/;, ..., L/^ admettent des déri-

( 1 ) La démonstralion qui va suivre présenle la généralisation de celle de
M. Picard pour les équations différentielles ordinaires ( Traité d'Analyse^ t. II,
n°H,p.3i4).
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vées partielles du premier ordre par rapport aux variables indé-
pendantes.

Par conséquent, les égalités (5) ayant lieu identiquement, la
fonction z — ̂  est une intégrale des équations (5) et ces der-
nières forment un système jacobien. Donc, dans le domaine con-
sidéré, l'intégrale générale du système (5) renfermant toutes ses
intégrales possibles, appartenant à ce domaine, est représentée
par la formule suivante

U = (^(Mi, Ma, ..., Un-m),

^ étant une fonction arbitraire. Les quantités

Ue^, U^ u^ ..., Un^-m

désignent les n — m -\- i intégrales distinctes du système (5), la
fonction F conservant une valeur finie, dans le domaine consi-
déré, ainsi que ses dérivées du premier ordre par rapport aux
variables indépendantes, et le déterminant fonctionnel

( 6 ) D ( -ulî-ltsi '--^L^r^ \ > o
\a",,/-n, ;r,,M-2, • •., a-n) ^ '

étant distinct de zéro dans le même domaine.

D'après notre hypothèse, les quantités u, —)u—, àu—, ..., àu-
^m-t-l àr,n-{-î àXn

s'annulent pour les valeurs x^= x^ ===.. .== x,n= o. Donc, pour
ces dernières valeurs, on a les identités

l^W, u0,, ..., ^-,,,)=o,

( - } V ^ / à^ \w / Zàuî [à^,)^01

\ r = i, 2, ..., n — m.

Moyennant l'inégalité (6), les n — m dernières équations nous
donnent les identités

à^
^==0, .=!..,. ...,/.~^.

Par conséquent, la fonction 0 est constante; de plus, en vertu
de la première égalité (7), cette constante est nulle. Il s'ensuit que
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Pintégrale z^ est identique à z\ donCy il n'existe qu'une seule
intégrale définie par les conditions initiales du théorème
étudié.

La démon s Ira lion exposée se rapporte non seulement aux inté-
grales analjtiques, mais évidemment encore à toutes les intégrales
de Cauchy admettant des dérivées partielles des deux premiers
ordres.


