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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME ORDRE
QUI ADMETTENT UN GROUPE CONTINU DE TRANSFORMATIONS;

Par M. A. BouLANGER.

1. Je me propose de déterminer toutes les équations différen-
tielles du troisiéme ordre

(1) Y'=R(x, ¥, ¥, "),

ott R est rationnel en »”, ', analytique en y et z, qui admettent
un groupe continu de iransformations de la forme

(r) \ =, Y = F(x, y, ¢, b,¢),

ou F, rationnel en y, analytique en x, dépend essentiellement
des trois paramétres a, b, c.

D’aprés un théoréme trés général de M. Painlevé (1), les équa-
tions qui admettent un tel groupe (T') transitif ont leurs points
critiques fixes. A la vérité, de par la théorie des groupes, ces
équations se raménent i des combinaisons d'équations linéaires
ct de quadratures; mais on pourrait espérer que les inversions
entrainées par cetle réduction conduisent a des transcendantes
uniformes nouvelles. Dans le cas du groupe (T'), il n’en est rien,
ct nous allons établir ce résultat :

Les seules équations qui répondent & la question sont des
équations linéaires ou se déduisent des équations linéaires par

(') P. PAINLEVE, Sur une relation entre la theorie des groupes continus et
les équations différentielles a points critiques fizes (Comptes rendus,
t. CXXX, p. 1171, 30 avril 1goo); voir aussi Acta Mathematica, t. XXV.
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une transformation homographique ¢flectuée sur la fonction r,
suivie ou non du changement de fonction y = e*.

2. Les transformations infinitésimales de tout groupe (I') sont
de la forme

: of  of o,
(2) X :ET);—,—Q(—)‘—};, t=o, = - by 4+ Ly,
2, 3, v étant des fonctions analytiques de x. De plus, toute telle
transformation peut, si I'on opére sur y une homographie conve-
nable a coefficients fonctions de z, étre ramenée & 'une des deux
formes réduites

2 | v — p
(3) t=o, 1, = 0},
d

q)

o et e dépendant de z.

D’autre part, d’aprés S. Lie ('), tout groupe de transformations
infinitésimales a trois paramdtres peut, par un choix’convenable
de trois transformations indépendantes X, f, X.f, X, f prises
dans la famille des transformations du groupe, étre ramené a véri-
fier I'un des systémes suivants :

) (XX =X f, (X Xy =2X,f, (XiX;)=X3/,

B) (X;Xs)=o, (XeXs)=eXof (c#o0, 1),
(C) (XyX;)=o, (X1 X3) = Xy f, (XeX3) =X, f,

(D) (X4Xy)=o, (X1X3) =Xy f,
(E) (X;Xy)=o0, (X3 X3)=X,f,
(F) (X;Xy)=o, (X;X;) =o,
(G) (X4Xg)=o, (X1X3)=o,

Exprimons que trois transformations (2), distinguées par des
indices, vérifient 'un de ces systémes.

Les cas (B), (D), (E), (F) conduisent de suite & des impossi-
bilités.

Dans le cas (G), :ﬁ et :l—i ne dépendent que de x; les trois

(') Voir, par exempfe, S. Lig, Th. der Transformationgruppen, t. I11, p. 715,
716 ou LiE ct ScHEFFERS, Vorlesungen iiber Differentialgleichungen, p. fgo.
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transformations se réduisent simultanément a.la forme (3) ou a la
forme (4); de la les deux types :

. N ' . a ) - ~
(r,) l\,f:r,.y%/;, Xof= aa_yi; ‘\a_fzoz,y—)——E,
i .
‘ wf=alls x=al, xg=aY]
(Ts) |\lf-~ Sy Xo f = 20y Xs,f—v;\;}j; .

Dans le cas (C), ? ne dépend que de . On peut donc prendre
it

o

Ny f =23,y X,
lf 1)y 4'.)” N 2] U_(V

ou bien

Les deuxiéme et troisi¢me identités (CG) conduisent alors-a trois
conditions entre les coefficients a;, 83, v5 de X;f, et qui sont
contradictoires avee la premiére forme de X, f, X,/f, tandis

)
qu’elles donnent avec la seconde X;f= (a3 —y) :—D/—; en chan-
geant ¥ en a3 — y, on ale type canonique
i ; ; -
In p_ . 9 - . 0f - . uf
(12) {\l,/-‘":—l").;’ \g./——:g;—{-}-/’ X;;f___}lT-y .

Entin, dans le cas (A), on a neut relations entre les coeffi-

cients o, 3, v de X, f, Xuo f, X; f:

ay 3 — 2y Ba=ay,
DALy — sy ye) = By,

6o —
Syni— Biva=11,

On reconnait de suite gu’on ne peut supposer réductible a la
forme 8y ni my, ni 73, pas plus que 0, a la forme . Si 7, est
réductible & la forme 8,y, on trouve d’abord ¢é,===1; pour
8y=—1, on est conduit &

. J . ) [ 0,
Xif=« 7);" xzf:”‘)';)f,’ X3f=;—l)”é;

pour é,= 1, on oblient un systéme qui se raméne a celui-ci en
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T . gy
changeant y en ra Si 3 est réductible a la forme ¢y, on trouve

(2 20 . 0 , 0,
Xif= 2-1-}’) f X2f=(12+y)b‘§, X3f=533§,
el, en changeant y en » — o, on est ramené au type pi‘écédent.
Résultat analogue avec n, ==:. On a donc la quatriéme et derniére
forme réduite

) ) )
(Ty) |\,f--ly2!/-, X,fm)(—}i‘ \3f_~;’§

Les transformations infinitésimales prolongées jusqu’au troi-
siéme ordre sont

1° Pour E=o0, n=12¢(x)

N
O =20y F oy T o T g

2° Pour§=o, 1=y

) f — ,df '}/ ')f m 9 .
Uf_) W Y l)), }/’ I ”.}/m:

3° Pour £ =o, n =20y

O AT N |
I,)f—o_y-;-r(O}-;-og )5}7
" f [y L N0 m ()/
+(8"y +208'y ¢y ))} + (8"y.+ 308"y + 30"y - oy )o,r,,,-

3. Considérons maintenant I’équation (1)
‘y"I:-B(x’ y’ ‘)//1 )/”)’

et supposons qu’elle admette un groupe (T'). La transformation
homographique qui raméne les transformations infinitésimales de
ce groupe a l'un des types canoniques I';({ =1, 2, 3, 4) change
cette équation en une autre de méme forme

(3) ]’,”:“n(:"7]r.}”y}'”)-.

ol & est rationnel en »”, ¥/, analylique en y, x. Nous allons
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exprimer que celte équation (5)admet les trois lransformations
infinitésimales I';.

Mais, en vertu du théor¢me de M. Painlevé, cette équation ()
doit avoir ses points critiques fixes, ce qui précise déja la forme
de &, en tant que fonction de »” et de y'. D’aprés les résultats
démontrés par M. Painlevé ('), I'équation (4) est de la forme

(6) P Ay By - G

de plus, A, regardé comme fonction de »’, n’a que des poles
simples, au nombre de trois au plus:
n n l)

A=— -+ — e s
Y +u y-+0b yi+c

m, 1, p étant certains nombres commensurables, qui peuvent étre
nuls, et «, b, ¢ étant des fonctions analytiques de z et y.
Enfin, B et C n’ont que des podles simples en y’, coincidant
. . 1 B G .
nécessairement avec ceux de A, et 5y o5 restent finis pour ' = wx;
d’ou I'on déduit

my ) n) Pi

B = Ay - + — - ; s
N Y4+a  y+b Y+

) . /s ny n, 5
C=vyB 4 o) gy =% - T L R

My, 1y, ..., pssont desfonctions de z et de y telles que si p = o
par exemple, on a aussi
P=pr=0;

Ay thy vy ..., = sont des fonctions de y et de 2.

4. LExaminons d’abord le cas ot A = o. 1’équation est de la
forme
o LT PV '3 2.~ a2 4 ~
y (RY =)y =y +oy +oy —-~.
Pour qu’elle admette la transformation prolongée

. ] af - , 0 0
(')'/ = 3_'/_‘ Jr »"_/‘ T __/:, . 3’”_;/;;’,

ay Ty Ty ay

(1) P. PaNLEVE, Sur les équations du troisiéme ordre a points critiques
Sixes (Comptes rendus. t. CXXX, p. 8-9; 2 avril 1g00); voir aussi Mémoire sur
les ¢quations différentielles dont l’intégrale genérale est uniforme (Soc.
Math., t. XXVIII, 190o).
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il faut et il suffit que I'on ait identiquement

— (A ) (Y =By y 220y + 5
/

) N ~ -\
B A Y AR Rl A s ) =0
Yoy Yy dy Jy ay ay

De la les conditions

Oh 09 05 , o N
s-— = o, -— =0 -t -3y =o, s -+ A =o.
)] oy J) )
(e) ) *
03 . oz
’ 557---23" -h=o0, sTy+s’c+:”lu-—:’”-—u

1° Ces seules relations montrent que, s’il y a deux fonctions
distinctes ¢, et ¢, les vérifiant (types I'y et T'y), on doit avoir

)\=V=|O-‘~’-‘().

o k]
_—= — =0
ay "y
et
o= 1 p , .
— =~ "= wx) -+ sl = flx)
r))r‘ s -

¢’est-a-dire
t=yflr)+gix).

L’équation se réduit &
Y'=plx)y o)y == filr)y -+ glr:
¢’est une équation linéaire non homogeéne. Les valeurs de = véri-

lient ’équation sans dernier terme

f=p(x) ) S+ flx) e,

2° Dans le cas du type (Ty), les coefficients de I’équation
doivent vérifier les relations. (e) et aussi celles qui expriment que
I'équation admet la transformation prolongée
’{/. ’ ’)/‘ . " ‘4/- " ()./.

PCAN S VA -
’U. % ‘))"’ J ('},l/ e ”}'m’

Of=y

c’est-d-dire qui expriment que I'on a identiquement

JON 0 1y 08 w09 + oz \
YA\ y ) dy 4 oy '7}_'-1—] ay ".}’)

Y (A -=3vy a0y -t a)—vy—oyt gy —T==0.
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On déduit dela

Op dv
’ 5 X—O, @——0, .}’()7—r-2l—0,
(e')
|y 4o=0, 2= T =0
\‘y()_y - dy — Jdy -

Les équations (e) et (¢') entrainent

A=v= p= o
ou. Js
ay oy 7

ct
< :_}’j(]).
I.’équation (5) correspondante est donc linéaire et homogéne.
techerchons enfin les conditions pour que I'équation admette
les transformations (T';). Elles résultent de I'identité

— 3"y =38 33 Y+ SR Y ) vy py 5y T
r N N NN S A
Gy 20y oy ) (K = 1)
(B =By )N == By i 00y 4 3)

oo, du oy, vy, us , us
_Ar R N T 3. O 24 iyl D -1 0.
%y (,,) VAT AT G AT

On obticent d’abord
278N

N nA N .
Ay =o, (hy- 3)¢'+ ¢ = 0.
Ty Ay

Cette scconde relation, devant étre vérifiée par trois valeurs
distinctes de 3, cntraine

3 3 o o
N = — — = 0.
. Y dy
On a cnsuite
. Y] - (2h = 3 ¢ S H
24 .}W o, LN "Y) v P"'.}")} = 0;
d’oul
g—— 2 2Wey) _
- _}'2, o

En tenant comple de ces résultals, les conditions suivantes
s’éerivent

2(:1-—0.}/)8"}/{)30 o
Dl - W — Y

/ % U
- 8- 88 - (- — = — ) 8= 0,

Yoo
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d’ott
p(z) Js
S SN A
Y 9y

0 /7 .
J,(T}; k;) :f(‘r)y

o=- 0,

c’est-a-dire
5 =/ (@) Logy + g (2).
L’équation (5) s’écrit alors
” 3V 1 — .13 " ___ a2 , )
y'= %—1 +:*<f>~y—"1y—'y—+°(w)y +f(x)yLogy +y g (@),
ou

(§>= n(x) (—;—>+ c(x);l +f(#)Logy + & ().

En posant y = ¢7, on est ramené & une équation linéaire-en z.
5. Considérons maintenant le cas ot A= o. En aucun cas,
I'équation

w_  am m. n p
Y Y (_y'+a_'—y’+b+y’+c

L my \ n Py ‘-
- <y’+a~'—y’+b+y’+c =y +V’>

m n2
e LR .
Y+a y+b y-ac

+ +vyS+oyttoy + =
ne saurait admettre les transformations (T) (i=2,3,4). En
effet, en prenant, dans l'identité qui exprime existence de la
transformation prolongée

af o a9 w I

Of =g 7 op v 55 7" gm0

les termes en "2 et en annulant, on obtient

ORI PRTA F
—(y+a) Toy) =
en opérant de méme pour la transformation prolongée

of L of of w Of
() =z . ‘:-” o aI/
of Jdy +E Jdy’ ay” ay”’

XXXI., 20
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E m o da\
Fvrap\" "ty )T

f

. ~ 0 .y
enfin, en prenant la transformation X f = oy ;2 on arrive A

S
(y’+a)?[(“_}'@ erf=o

Si m, n, p ne sont pas tous nuls, on aurait des identités de la

on trouve

forme
B Ja —0
: +E® =
ou
pY 3 da) _
',}"—fl<a—_}’?},)—-¢,

qui ne peuvent étre vérifiées par plusieurs fonctions distinctes ¢
ou ¢; d’ou I'impossibilité des groupes Iy, I's, Ts.

Pour le type Ty, si plus d’une des quantités m, n, p est diffé-
rente de zéro, il y a aussi impossibilité; soit, par exemple, mn 2o,

on a

o Eda _ e()()
T oy dy
cl
_ _da b — ob
“ h-‘yl)‘}” ’ -_yt)y’

par suite @ = b; ces deux pdles ne seraient pas distincts.
Il ne reste & examiner que le cas olt m seul serait différent de
zéro et ou le groupe serait du type I',. Eu égard aux conditions

da , Jda
o—yY— =0, E+ETY=0’
la considération des termes en y”, dans les mémes identités, con-
duit, pour la premiére transformation, i

om,
—_— =y,
y
ct, pour la seconde, i
" Iy
2eM 4+ —— =0
W
. Om, . . . .
On conclut de 1a -2 = o, puis m = o, d’olt contradiction.

oy
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6. En résumé, si As£o, I'équation (5) ne peut admettre un
groupe (T), et si A = o, elle ne le peut que si elle est linéaire ou
réductible & une équation linéaire par le changement de fonc-
tion y = €.

Le théoréme énoncé est donc complétement établi.

Ainsi, le groupe trés simple (T') n’a pas conduil & des équations
a points critiques fixes nouvelles. On pourrait alors $e proposer
d’étendre la question aux groupes

X=x, Y=F(a,y),

ou F est algébrique en y et dépend de trois paramétres distincts.



