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SUR LES SURFACES DONT UN SYSTEME DE LIGNES ASYMPTOTIQUES
SE PROJETTE SUIVANT UNE FAMILLE DE COURBES DONNEE;

Par M. A. Bunt.

On voit facilement qu'on ne peut en général considérer deux
familles de courbes prises arbitrairement dans le plan comme les
projections des deux systémes d’asymp lotiques d’une surface.

Par contre une famille de courbes définie par I'équation diff¢-
rentielle

) % =/(zy)

peut loujours étre considérée comme la projection d’un systéme
d’asymploliques d’une surface définie par I’équation aux dérivées
partielles
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C’est 13 une équation du type parabolique, linéaire et homo-
géne, et d’ailleurs I'équation la plus générale de cette forme
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peut toujours étre considérée comme définissant une surface dont
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les asymptotiques d’un systéme se projettent suivant les courbes

dy B

dr T A
Aux variables x et » on pcut toujours substituer do nouvelles

variables s et ¢ telles que I'équation (3) prenne la forme

P2z L dz
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= 0.

ou X est fonction de s et ¢ (E. Goursat, Lecons sur les équations
du second ordre, L. 11, p. 39). Malheureusement, cette réduction
n’avance pas beaucoup en général la question de l'intégration
compléte, sauf dans le cas ou A peut se réduire a une simple cons-
tante. L’équation (5) devient alors une équation bien connue;
c'est celle de la propagation de la chaleur par conductibilité dans
un espace i une dimension.

On sait qu’clle a été 'objet d’importants travaux de Fourier et
d’un grand nombre dc géométres. Parmi les travaux récents on
peut consulter I'article de M. P. AereLr : Sur ’équation
r—q=o et la théoric de la chaleur (Journal de Mathéma-
tiqgues, 1892, p. 187) et les lecons sur la Théorie analytique
de la propagation de la chaleur de M. Poincare (C. Naud, édi-
teur, 1895).

Nous prendrons I'équation (5) sous la forme délinitive

. #z 0z
(6) ="
et nous allons rechercher comment 'on peut passer de I'équa-
tion (3) a ’équation (6) et quelles sont les conditions de possibi-
lité d’une telle transformation.
En posant
93 03

o = , o 03 . J3
'\(”-):‘\5}_’_"()_7’ \(.,)_\u\)d—a_—-f-X(B)dy,

I'équation (3) s’écrit

(7 \2(3)—Y(3)=o0,
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et I'on voit qu’elle est ainsi formée avec les opérateurs X et Y,

L.
ot
Pour qu’il existe un changement de variables transformant en
ces deux derniers X et Y, il faut et il suffit que ceux-la soient per-
mutables (S. Lie und F. Excer, Theorie der Transformations-
gruppen, t. I, p. 33g). La condition XY = YX nous donne faci-
lement les deux équations

c ( 9
tout comme (6) est formée avec les opérateurs 5 €

X2(A)—Y(A)=o0, X(B)—Y(B)=o

qui, comparées avec (7), nous montrent que : L’équation (3)
peut toujours étre ramenée a la forme (6)si A et Ben sont des
solutions.

Quant aux formules de transformation on les trouve en égalant
a des constantes arbitraires les deox intégrales distinctes du sys-
téme complet

(8) X(z)+g—:=o, Y(.z)-i—j—;::o.

La condition que nous venons de lrouver parait aa premier
abord trés restrictive, mais on peut la remplacer par d’autres, ce
qui provient du fait que I’équalion primitive (3) peul se mettre
sous la forme () de plusieurs maniéres différentes. Par exemple,
si nous avions commencé par diviser I'équalion par A2, nous

Iy

serions arrivés a celle conclusion que la constante 1 et I'expres-
sion g— doivent étre des solutions. Comme la chose est évidemnient
réalisée pour la constante 1, nous voyons maintenant que ’équa-
tion(3) se rameéne dla,forme((i)sig en est une solution. Méme

. A .
chose si 3 ost solution.

Si, au début, nous avions multiplié¢ I'équation (3) par un fac-
teur R2, nous aurions conclu que, si on peut trouver un
Jacteur R tel que RA et RB soient des solutions, l’é'quation se
raméne encore a la forme (6). Le probléme est encore résolu
dans le méme sens si l'on connatt une solution S de (3) et que

. A B .
lon constate que l’une des expressions Sy ou S5 est aussi une
J i

solution.
XXXI.

-
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APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

Les considérations qui précédent nous mettent en mesure de
déterminer un grand nombre de familles de courbes simples et
intéressantes que 'on peut considérer comme les projections d'un
systéme d’asymptotiques de certaines surfaces dont la connais-
sance ne dépend que de'l'intégration de I'équation

. 0z 0z
(6) =

ot
Nous désignerons par Z(s, ¢) une solution de cette équation
ayant tel degré de généralité que I'on voudra.
Si nous nous en tenons au premier cas de réduction étudié pré-
cédemment, et si nous observons que les expressions linéaires a
coefficients constants

A=a+cr+dy, B=btexr+gy

sont manifestement des solutions de (3), nous voyons que toutes
les familles de courbes comprises dans I’équation

dy _b+ex+gy
de ~ a+cx+dy

(9)

sont les projections d’asymptotiques de surfaces que nous savons
déterminer. Ces courbes sont les lignes invariantes des transfor-
mations projectives qui laissent en repos la droite de I'infini.
Pour leur étude détaillée je renvoie & 1'Ouvrage de S. Lie et
G. Scuerrers : Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen
(p-68), me bornant ici a rappeler ce qui est essentiel 4 mon sujet.
Tout d’abord on voit facilement que, pour des valeurs particu-
lieres des coefficients constants, I’équation (g) donne les familles

(10) y =const.,, y*—ox =const.,, yx%*=consl.,, ye—%= const.

C’est un théoréme fondamental que la transformation homogra-
phique (groupe projectif) appliquée a ces quatre familles nous
donne loutes les courbes invariantes du groupe projectif le plus
général.

D’ailleurs, nos transformations changent aussi les asymptotiques
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d'une surface en les asymptotiques de la transformée et plus par-
ticuliérement la projection des premiéres en la projection des
secondes.

Nous n’avons donc qu’a rechercher les surfaces admettant pour
asymptotiques des familles se projetant suivant les types (10).

Premier type. — On trouve immédiatement des surfaces ré-
glées a plan directeur et par transformation homographique des
surfaces réglées quelconques. Les génératrices sont des asympto-
liques qui évidemment se projettent suivant des droites.

Deuzxiéme type. — Les courbes considérées sont définies par
I’équation différentielle

Nous avons facilement

et ensuite

0z 9 0
X(z):y£+£’; X(A)=1, X(B)=o, Y(_z)=£.

Il nous faut maintenant intégrer le systéme complet

0z 03 03 03 03

_}’d';—l-@-i-o—s,-—o, d_.z'+5?=o
Celui-ci admet les intégrales y2— 22 + 2¢ et y — s, d'ou les
formules de transformation
2
s=C+y, t=C’+z—%,
ou C et C! sont deux constantes arbitraires.

Donc la famille y2 — 22 = const. est la projection d’un systéme
d’asymptotiques de la surface

yi
(11) z=Z<C+y, C’+z’—-;>-
Si par exemple nous prenons Z(s, t) = s34+ 6ts, nous avons,

pour C=C'=o,
2 =6xy —ays.



On vérifie facilement que cette surface admet des asymplo-
tiques se projetant suivant la famille de paraboles indiquée et
quant a celles de I'autre systéme, suivant des droites paralléles &
I'axe des ; il s’agit donc d’une surface réglée a plan directeur.

En effectuant une transformation projective plane, nous dédui-
rouns de la surface (11) de nouvelles surfaces pour lesquelles le
systéme d’asymptotiques considéré se projettera suivant la (amille
de courbes déduite, par la méme transformation, des paraboles
précédentes. Ces derniéres ont leurs diamétres paraliéles fixes en
direction et touchent par suite la droite de I'infini en un point fixe :
nous pouvons en déduire des coniques tangentes & une droite fixc
quelconque en un point fixe quelconque et admettant une direction
diamétrale arbitraire (voir S. Lir und G. Scuerrers, loc. cit.,

p- 74)-
Troisiéme type. — La famille de courbes y-z* = const. résulie
de I'intégration de 'équation

oy B 2y
de ax
Nous avons done
A= ct B=—ay,

d’ot
. S Js .
\(..»:.z‘d—ﬂf— o, N(A)=wx,

X(B)=2a2y, Y(:):.rox.-i-ai_}‘d;-

Pour chercher la transformation qui change les opérateurs X

et Y respectivement en 9 et i, la méthode est la méme que pré
, P % € 5 que pré-

cédemment et le systéme complet i intégrer n’est pas plus com-
pliqué. On trouve finalement

a2logz + logy

s= G 2losT—los) .y
’ a(a—+1)

I.’équation s = 4(s,f)représente alors les surfaces dont les asymp-
totiques d’un systéme se projettent suivant les courbes yz*= const.
Pour [aire une application immédiate, soita =1, C=C'=o el,
cn désignant par @ une constante quelconque,

L(s, 1) = cstece,
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Nous obtenons alors la surface

- Dat a2 —,
5 = +IIJ 2a ﬂ’

dontun systéme d’asymplotiques doit se projeter suivant la famille
d’hyperboles équilatéres £y = const.

Si nous cherchons directement les projections des deux systémes
‘d’asymptotiques de ladite surface, nous obtenons l’équ;;tion

(zdy +ydr)[(a+ydr+(a—1zdy|=o,
qui contient les hyperboles prévues et la seconde famille
xa+! ya—1 = const.

Le type yx*= consl. est certainement le plus riche en cas par-
ticuliers remarquables. Les hyperboles &y = const. nous donnent
par une simple transformation linéaire toutes les coniques concen-
triques et homothétiques. Pour o = — 2, nous avons des paraboles
de sommet et d’axe fixes dont le paramétre est variable et comme
de telles paraboles sont aussi langentes a la droite de U'infini en un
point fixe, nous pouvons en conclure, par transformation homo-
graphique, loutes les coniques langentes a deux droites fixes quel-
conques en deux points fixes quelconques.

La transformation linéaire qui change les axes de coordonnées
en les droites isotropes nous change notre courbe type en

(x + iy) (x — iy )*= const.,

ce qui est 'équation d’une famille de spirales logarithmiques ho-
mothétiques.

Enfin, toujours dans le méme type, nous pouvons (aire rentrer
les courbes de la forme

(a1& -+ b1y + ¢ (@ + byy + co)s(azx ~+ byy + c3)%s =consl.,
A+ A+ A3=o0,

provenant de la transformation qui change en un triangle quel-
conque le triangle formé par les axes de coordonnées et la droite
de D'infini. Ces courbes sont les intégrales de I'équation de Ja-
cobi P(zdy —ydz)+ Qdy +~Rdx =0, ou P, Q, R sont des

fonctions linéaires des variables x et y.
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Quatriéme type. — La famille de courbes ye=*= const. pro-
vient de I'équation différentielle

dz ="
Nous avons immédiatement

. A=1, B=y,
et ensuite
03
)

[

X(A)=o, X(B)=y, Y(3) _.,g;.

On trouve toujours de méme les formules de transformation qui

) 0
changent X et Y en —- et —; ce sont :

s=C~+z, t=0C+logy—a.

Nous bornerons a ces quelques exemples trés simples la déter-
mination des surfaces dont un systéme d’asymptotiques se projette
suivant une famille de courbes donnée. On voit que les cas qui se
peuvent traiter sans faire intervenir d’équation aux dérivées par-
tielles plus compliquée que (6) sont nombreux et non des moins
intéressants.

Les surfaces cherchées étant connues, on peut se demander
quelles sont les projections du second systéme d’asymptotiques.
On obtient facilement pour leur équation différentielle :
LX) o E=F

Ces deux équations sont absolument équivalentes, I’égalité de
leurs seconds membres résultant immédiatement de I’équation aux
dérivées partielles 7 + 25f + ¢f*= o des surfaces déterminées.



