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SUR LES SERIES A TERMES CONTINUS ET TOUS DE MEME SIGNE;
Par M. Renté Batre.

1. Je me propose de démontrer le théoréme suivant, qui, &
cause de la simplicité de son énoncé, me parait présenter un cer-
tain intérét.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
soit représentable par une série dont les termes sont des fonc-
tions continues et sont, a partir d’'un certain rang, tous de
méme signe, est qu’elle soit semi-continue, supérieurementdans
le cas des termes négatifs, inférieurement dans le cas des
termes positifs (').

Je me bornerai, pour simplifier, au cas d’une seule yariable, et
j'étudierai le cas ou les termes de la série finissent par étre tous
négatifs (ou nuls). Enréunissant au besoin en un seul terme un
cerlain nombre de termes au commencement de la série, on peut
supposer que tous les termes sont négatifs ou nuls a partir du
second. Cela étant, si f, est la somme des v premiers termes, la
suite de fonctions continues fi, fa, ..., fy, ... ne va jamais en
croissant, c’est-a-dire qu’on a, quel que soit z,

Si@)zfa(@)2...2fu(Z)2... 2 f(=),

S étant la somme de la série.

2. Le fait que la condition de I’énoncé est nécessaire est un cas
particulier du théoréme suivant :

Si une suite de fonctions semi-continues supérieurement f,
Joy «oey Soy o+ a une limite f, avec la condition qu’on ait,
quels que soient x et v,

S(=)2f (=),

S est aussi semi-continue supérieurement.

(') f(x) est dite semi-continue superieurement si, quel que soit z, et quel
que soit e > o, pour toutes les valeurs d’un certain intervalle (z, — %, z,+ a).
on a

S(Z) < [f (7)) +
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En eflfet, soit z, une valeur de z, el soit ¢ > 0. Comme on a
lim fy(20) = f(20),
v ®
on peut trouver p entier tel que

SIp(®e) < f(20) + 2.

Comme f, est semi-continue supérieurement, on a, quand z est
dans un certain intervalle (x, — «, 2, + ),

Sr(2) < fp(@o) +¢

et, par suite,

S (@) 2fp(2) <Su(@0) +2 < f(0) + 22.

La condition

f(2) <[ (@) + 22

exprime que f est semi-continue supérieurement.

Les conditions de cet énoncé sont évidemment vérifiées dans le
cas ol les f, sont continues et ne vont pas en croissant, ce qui
démontre que la condition da théoréme du § 1 est nécessaire.

3. Reste a démontrer la réciproque. Soit f une fonction semi-
continue supérieurement. J'ai donné, dans une Note parue dans
ce Bulletin en 1900 (Nouvelle démonstration d’un théoréme sur
les fonctions discontinues, § 1 et § 4), un moyen de former sim-
plement une suite de fonctions continues tendant vers f. Je
reprends 1’exposé de cette méthode dans le cas d’une variable.

Soit f définie dans I'intervalle (o, 1). Je définis £, comme il

. -4 .
suit : pour chaque nombre de la forme 5v (= entier), f, est égale

@—1 a1
’

au maximum de fdans I'intervalle ( ). Dans l'intervalle

qui a pour extrémités deux nombres consécutifs de cette forme,
Jv varie linéairement.

La suite de fonctions continues fi, fa, . .., fy, ... tend vers f.
Car, soit x, une valeur de z, et soit ¢ > o; f étant semi-continue
supérieurement, il y a un intervalle (z, — %, z, + &) dans lequel
on a

S(r) < flao) +
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v étant donné, soit « P'entier tel que

a
—<
2\,:10 <

a1
v 7

. L4 o [ X+ . .
Jv(xo) est compris entre f, (;) et jv< o '), qui sont respecti-
a—1 -+ l)
’

’

vement égaux aux maxima de f dans les intervalles
-ZV 2V

4 a-+2 . . .
(—’ ); ces intervalles, qui contiennent tous deux xz,, sont,
2Y 2Y

dés que v dépasse une certaine valeur, contenus en entier dans
(zo— h, 2o+ k). A partir de ce moment, les maxima en question
sont compris entre f(x,) et f(xo) + ¢; il en est donc de méme
pour £,(.).

Ainsi l'on a, quel que soit z,

lvi:lfv(.z') = f(x)
et de plus, quel que soit v,

Su(@) 2 fl@).

Mais je dis qu’on a, en outre,

S (2) 2 fori ().
Pour que cette inégalité soit démontrée pour toutes les valeurs
de z, il suffit, si 'on tient compte de ce fait que f, et f,,, sont

., . . @  a-1I
linéaires dans tout intervalle (-2—;;, P

) (aentier), de la vérifier
lorsque z est de la forme ;:—+;-

Placons-nous dans ce cas, qui se subdivise en deux :

1° « est pair =20; x———a«—ﬁ-
P e T ooyl T v

, , . . —1 B+1
Jo(z) est égal au maximum de f dans I'intervalle (‘5 7 Bzv )
a—2 a-+2
ou v+l 2 v+ )t

Jv41 () est égal au maximum de f dans I'intervalle (

L—1 2-+1
ov+1 )

qui est contenu dans le précédent.
On a donc bien

Sor(2) S f(2).
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a 2B+

o : ir—oR .o
2% o est iMpar =29 +41; = T v

Ju(z) est égal a4 la demi-somme des nombres /I,(B) et

2%

ya (B l), respectivement égaux anx maxima de / dans les inter-
Y
[B—=1 B+ B B+-»

N
. . . . A—1 a—+7i
Jvpi(x) est égal au maximum de £ dans Pintervalle (— s —— )

oV+1 ov+1

-+ 1 . ’ .
ou <?—v, pzv ) qui est contenu dans chacun des deux précédents.
’ ﬁ\

Donc f,,i(x) est inférieur ou égal aux nombres f,,()—v) et

/’,,(3—:—]\) et aussi a leur demi-somme So(x), ce qui vérifie la
condition indiquée.

1l est ainsi établi qu’une fonction semi-continue supérieurement
peut étre considérée comme la limile d’une suite de fonctions
continues allant en décroissant, ou encore comme la somme d’une
série de fonctions continues a lermes tous négatifs a partir du
second. De méme une fonction semi-conlinue inférieurement est
la somme d’une série & lermes conlinus et tous positifs a partir
du second.

Ces résultalts s’étendent au cas de n variables, en utilisant les
méthodes indiquées aux § 1 et 4 de la Note citée, et introduisant
dans les démonstrations qui précédent des modifications évidentes.

On a ainsi un procédé de représentation qui est spécial aux
Jonctions semi-continues.



