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LES SIX EQUATIONS DISTINCTES DU TRIANGLE
EN METRIQUE ANINVOLUTIVE;

Par M. G. FonTENt.

1. Les principes de la Méirique aninvolutive ont été exposés en
1892 dans un Ouavrage ayant pour titre : L’hyperespace; un
résumé de ces principes a paru dans ce Bulletin, t. XX VI, p. 176,
en ce qui concerne 'espace ordinaire.

En se bornant a la Géométrie plane, les éléments métriques
(ue considére la Métrique aninvolutive sont relatifs 4 deux coni-
ques I etz doublement tangentes. Etant donnés deux points A



et B, la droite AB coupe la conique F en deux points F/, F’, et, si
Pon désigne par R le rapport anharmonique (A, B, F/, F’), on
appelle pseudo-distance des deux points A et B la quantité

- 1
AB = _ logR;

le pseudo-angle de deux droites a et 3 se définit d’'une maniére
corrélative, en considérant cette fois la conique 9. Si 'on suppose
que F et o sont deux ellipses imaginaires, dont les équations ont
des coefficients réels, les quantités R et p sont des imaginaires

de module 1, et I'on a, par exemple, avec AB réel,

cosAB + isinAB = A8 = /R,
- o o == ¢ 5
cosAB — isinAB = e~ /AB= ——
( v
ou
isinAB _ cosAB 1

R—1 ~ R+ —2¢ﬁ‘°

On définit alors pour chaque droite un paramétre spécial T,

pour chaque point un paramétre spécial 6, et I'on pose par
exemple

sinAB

(A, B)= sinT ’
_ sin(T — AB) sin(T + AB)
1AB) = —F—  1BA)=—Fm,

d’ou il suit que 'on a

s*(A,B) =1—v(A,B) < Y(B,A);

on pose encore

3

! = 1(A,B) ! _ B, A)
D=y BN =ET

les deux ¢ étant de signes contraires. On définit de méme les
quantités o (a, B), ....
Le caractére essentiel de la Métrique aninvolutive est de consi-

dérer les figures en position. La Métrique de Cayley et Klein n’est
XXXIL, 9
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‘qu’une transformation homographique de la Métrique de Lobat-
chefsky, ct le fait que les éléments métriques des figures dépendent
de leur position disparait par réduction a la Métrique ancucli-
dienne; une réduction analogue n’a pas lieu par la Métrique anin-
volutive, fondée sur la considération de deux coniques F et ¢.
L’existence d’un paramétre spécial T pour chaque droite, d’'un
paramétre spécial 8 pour chaque point, fait d’ailleurs du plan dans
lequel on opére un étre géométrique non homogéne. En Métrique

. . < T
ordinaire, tous les paramétres ont la valeur commune 3 les o
sont alors des sinus de pseudo-distances ou de pseudo-angles,

. ¥
les ¢ sont des cosinus, les - sont des cotangentes.
T

2. 11 existe une simple infinité de figures ayant les mémes élé-
ments métriques relativement aux deux coniques F et ¢; une
transformation homographique permet en effet de réduire ces deux
coniques a un systéme de deux cercles concentriques. Voyons
quelles sont les conséquences de ce fait pour un triangle.

Soit un triangle ABC, dont les cétés sont portés par les axes «,
B, v; les éléments métriques fondamentaux sont au nombre de
douze : trois pseudo-distances, trois pseudo-angles, trois para-
métres T, trois paramétres §; ou encore : six comoments tels que
v(B, C), v(C, B), auxquels se rattachent trois quantités (B, C),
ct, d'autre part, six comoments tels que yv(B,v), v(7,8), --.-
Comme un triangle dépend de six paramétres, il suit de ce qu’on
a vu plus haut que cinq éléments métriques d’un triangle suffisent
A déterminer tous les autres; il existe donc sept relations dis-
tincles entre les douze éléments fondamentaux d’un triangle. Je ne
puis démontrerici que I'une de ces relations contient une constante
remarquable, que 'on doit regarder comme étant le paramétre
spécial du plan dans lequel on opére; cette relation est d’une
forme asscz compliquée quand on la considére comme ayant lieu
entre les six paramétres relalifs au triangle et la constante du
plan; je n'ai pas essayé de I’écrire avec les y et la constante.
Je la laisserai entiérement de cOlé, et je donnerai gqiatre
groupes équivalents de six relations entre les douze élé-
ments «.

En écrivant pour chaque groupe une seule des six relations qui
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le composent, on a d’abord

(I y(B,C)=1v(B,A) < v(A,C)—3(B,A)s(A, C)x<v(y,B),
(I1) A{(ﬁ)‘() =‘{((3,1) xY(“r Y) —“(Ba“)"(a: ¥) XY(C:B);

comme extension de la formule de Trigonométrie sphérique
sind cota — sinC cot A = cosb cosC,

ou l'on considére les éléments a, A, b, C (avec les angles exté-
rieurs), on a encore

() a(C,A)Z(C,B)+(aB,a) = (B, 1) =1(C, A) (B, %),
(IV) (A, C)X(B,C)-a(x,B)= (1, 8) = 7(A, C)1(a, B).

On a aussi

a(B,C) _o(C,A) <(A,B)
'J(py 1) - (Y, @) - "(%p)’

V)

les trois rapports étant de méme signe par hypothése.

3. Nous adopterons ici les notations suivantes :
p

{ 6(B,C)=ua, 1(B,C)=a, Y(C,B):a',
s(C,A)=0, ; v(G,A) =¥, Y(A,C)=d",
3(A,B) =c¢, v(A,B)=¢, v(B,A)=/¢",
G’(ﬂ, '\'):Av Y(py ‘() =A,7 Y(Y’ p) = A’
O(Y’ a) :B7 ‘{(71 a) :Blv P ‘{(1, T) :B”)
? o(a, B) =G, (e, B) =C, L Y(B,2) =0C";
on a donc

br=1—0bb",

c2=1—c'¢",

at=1—a' a’, ‘ Ar=1—A'A",
g (

sont de méme signe.

\ . b
et, par hypothése, les trois rapports ;, B’ G



On a alors les quatre groupes de formules

(1)
0y z (2)
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a’"=b'c —bcA',

(1"

a' =b"c" —bcA",

V"=c'a —cabB, (2') ¥'=c"a" —caPB’,
(3) "=a'd —abl, 3) ¢ =a"bt" —ablCr;
(1) A"=B'C' —BCd, (') A'=B'C'—BCa,
(11) ;(2) B'= C'A'— CAV, (2) B'=C"A"—CAY',
L (3) "=A'B'—AB/¢, (3') C=A"B"—AB(¢";
” Al ’ ”
W L rch——re, ) ZiBX-—_op,
" BI U y
(Iry ( (2) c%+A—B=—c'A’, (2') a%-—l—C%:—a"C’,
(3) a%+B%=_a'B', (3) b%+A% =—B"A";
(1) b%-;—C%— ==b"C, ') c% +BéA-=-—-c'B',
b, B' L ’ ’ b' BI [ ¥ald
(Iv) (2) c-[—)-+A§=—cA, (2') a?+C§=—aC,
(3) a%+B%—=—a’B’, (3) b%+A%=—b'A’.

On passe des formules de gauche a celles de droite en permu-
tant par exemple b etc, Bet C, et échangeant les accents (') et (");
le groupe (III) est son propre corrélatif, les formules (1) et (1) se
correspondant.

On a encore

(V) ff:f:f:‘ic:ﬁ_:‘/_é,
A B C ‘/g AB ﬁ
en posant
1 ¢ b t ¢ B
s=|c¢ 1 a|, A=|C 1 A'|,
b a" 1 B A" 1

et en disposant des signes des deux radicaux; ces formules sont
analogues aux formules de Trigonométrie euclidienne

(8) _ s
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4. Pour établir I'équivalence des groupes de formules (1) et (11),
montrons par exemple que les formules (I) donnent les for-
mules (II). En vertu des formules (1), le déterminant adjoint au

déterminant o est
a* abC acB”

baC" b2 bec A’
caB’ cbA" I

La considération des trois mineurs relatifs aux éléments a2,
b3, c? donoe d’abord I'égalité des quatre premiers rapports (V);
le mineur relatif 3 I’élément bc A’ donne ensuite

atbc(B'C'—A")=a'x 3¢
ou
BC—A=ax !/—9- < -@ = a’'x BC.
ac ab

On peut encore faire la démonstration en se limitant aux trois
premiers des rapports (V). Les formules (1) et (1'), (2) et (2’) du
groupe (I) donnent

c(b*A’A"— a?B'B") = (a'a"— b'b") (1— c'¢") = (b — a?)c?

ou *
a?Bt = blAl;

les trois premiers rapports (V) sont donc égaux, étant donnée
I’hypothése faite sur les signes. Si 'on élimine alors ¢’ entre les
formules (1) et (3') du groupe (I), on a
beA = b'(a"b"— abC") — a’ = — b'abC'— a’ bt
ou
cA'=—ab'C"—a"b,
ou encore
CA'=—Ab C"—a"B;
I'élimination de ¢” entre (1') et (3) donne de méme
CB"=—Ba"C'— b'A:

si I'on élimine 0’ entre ces deux formules, ce qui se fait en les
ajoutant aprés avoir maltiplié la seconde par — C”, on obtient

C(A'—B'C")=—a'B(1— C'C") = —a"BC?,

ce qui donne la formule (1) du groupe (I1). Ce dernier calcul n’est
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que l'extension d’un calcul bien connu de Trigonométrie sphé-
rique. (Cf. par exemple Briot et Bouquet.)

5. Pour passer da groupe (I) au groupe (III), reprenons la

formule

cA'=ab'C'— a’b,
fournie par I'élimination de ¢’ entre (1) et (3') de (I); si 'ondivise
par a, et si 'on remplace [—cl par g, on obtient la premiére des for-
mules (IIT).

Inversement, pour passer du groupe (IIT) au groupe (I), éli-
minons C’ entre les formules (1) et (3') du groupe (ILl) écrites
ainsi :

b b

. Co e v A
;ah—xk—-bc, Ec-——l).\——EC,

si I'on ajoute ces formules, aprés avoir multiplié la premiére

A .
par > la seconde par — //, on oblient

Aty A,
a c ;

. . c
ou, en multipliant par 7

a" — ¢ =—Abc;

al >

Qlo

ce sera la premicre formule du groupe (I), si 'on peut rem-
placer 5 par -« Ilresterait donca déduire des formules (IIT) I'éga-
lité des trois premiers rapports (V); je n’ai pas réussi a faire ce
calcul d’'une maniére simple.

Si I'équivalence des graupes (III) et (IV) était établie directe-
ment, on déduirait facilement de I'ensemble de ces deux groupes
les égalités en question. En divisant par C la formule (1) du

groupe (IIT) et Ja formule (2") du groupe (IV), et en éliminant é,

on a facilement
A . B C’
2ty prat 2y —
al;‘\ [)ali+(a IJ)C 0

ot

AUAN

. A C 5 w1 G
a? (/; :\— -+ —‘—;):;[)-<a —I{——?}—)’
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les formules (3') du groupe (L) et (3) du groupe (1V) donnent

alors
, be' ac' a b

b2 £ 2.
oua K\ B

e Tvcen



