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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

REMARQUE SUR L’INTEGRATION DE CERTAINES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

Par M. J. Crarniy.

Pour intégrer par la méthode de M. Darboux une équation aux
dérivées partielles du second ordre 4 deux variables indépendantes,
il faat chercher siles deux systémes de caractéristiques (C) et (T'),
que nous supposons distincts, possédent des invariants. M. Goursat
a étudié (') les équations qui définissent ces invariants ct il a
obtenu des résultats importants; ceux de ces résultats qui sont
relatifs aux invariants du second ordre peuvent étre énoncés ainsi :

S’tlexiste un invariant du premier ordre pour le systéme (C)
de caractéristiques, il y a au plus un invariant du second ordre
pour le méme systéme;

Si l'équation donnée est une équation de Monge-Ampére, il
y a au plus un invariant du second ordre pour chaque sys-
téme de caractéristiques.

Dire qu'iln’y a qu’un invariant du second ordre signifie qu’il
est toujours possible d’exprimer tous les invariants de cet ordre
en fonction de I'un d’entre eux et des invariants du premier ordre.

Ces deux théorémes sont des cas particuliers de la proposition
sulvante :

Si le systéeme (C) se compose de caractéristiques du premier
ordre, ce systéme posséde au plus un incariant du second ordre.

Soit
(1) r+f(z‘,y,z,p,q,s,t)=o

une équation de I'espéce indiquée; soient en outre m ct p les

(') Legons sur les équations aux dcrivées particlles du second ordre, t. 11,
Ch. VIIL. Les notations dont je me scrs sont les mémes que celles qui ont été
employées par M. Goursat dans cet Ouvrage.
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racines de I'équation caractéristique

O S s

At =

=o,
la racine m correspondant au systéme (C) de caraciéristiques,
c’est-a-dire au systéme composé de caractéristiques du premier
ordre. L’équation (1) peut éire regardée comme le résultat de
I’élimination de m entre les équations

{ r=+ms + g(x,y,3,p,¢,m)=o,

(2) { s+ mt+k(z,y,5p,q,m)=o0;

autrement dit 'on a
Sf(z,5,8,p,9,5,t)=ms+ g(z,¥5,%,p,q, m),
m étant une fonction de z, y, 3, p, q, s, t définie par la seconde
équalion (2).
Pour trouver tous les invariants du second ordre du systéme (C),
il faut intégrer les équations

9 do
ot ——Hds =9

oz

¢ of of I .
+(s+mt)d (0_}’+q5;+30p+ 3q _.u,

99 99 9%
+(p+m + ms
rma q) (ms—Fop

en remplagant ms — f el s -+ mt par leurs valeurs, cette derniére
équation devient

9 9 d9 9
T am 5}, +(p+mg) . — 8@y, 5p,9,m) 5 -3

ox
L f s L S\ %
dy + 25 Sop T dq) %=

Supposons qu’il existe une intégrale u(z, y, z, p, q, 5, t) et
prenons comme variables z, y, 3, p, ¢, u, ¢; une fonction ¢ de z,
¥ 3, Py ¢, §, t devient une fonction ® des nouvelles variables;

do
_k(xr}’y z:Pr?1m)0 <

on a
Jg P 0P Ju

9z = 0z " ou iz’

cton peut substituer dans cette égalité y, 3, p, ¢, t d z, tandis



quel'on a
do 0P du
ds  ou 9ds
En remplacant par leurs expressions les dérivées de ¢ dans les

équations qui définissent les invariants et en remarquant que «
satisfait & ces équations il vient

P

-0
ot ?

()—q—,-{—mi)2 +(p+mq)(~ji)
ox oy 03
— &=, ¥,5,p,q,m) '(E —k(x,y,3,pyq,m) ﬁ =03
ap ogq
¢t ne figure dauns les coefficients que par intermédiaire de m;
d’ailleurs, m et u étant deux fonctions indépendantes de s et ¢,
t figure effectivement daus ces coelficients.
Toute intégrale de ce systéme satisfait également aux équations
08 ov_ogov okow
dy 05 omdp omIq ’
Pg b - Ok 9D
omiop Vomrog = °

D’aprés cette derniére équation, si la fonction ® existe on devra
avoir entre g et k une relation de la forme

(3) ag+Bhk+y+28m=o,
, 8, ¥, ¢ désignant des fonctions de z, y, 3, p, q.

Admettons qu’il en soit ainsi, @ est une fonction de z, y, 3, p,
g, « définie par les trois équations.

0P P ob
B(— +1)—)+ — =0

oz 0z) " Vog =
o ob\ . ob
p(?y‘-kq-d—‘f)-'ko-t;l = o,
9P 0P
Bb;—aﬁzo.

Unc intégrale de cc systéme d’équations est une intégrale du
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systtme suivant d’équations aux différentielles tolales

ds —pdxr —qgdy =o,
adp + Bdg —ydxr — ddy = o;

or unc intégrale de ce systéme est une intégrale des équations
ds —pdz—qgdy=o,
dp+ g (7,002, 9, 5 ) do =0,
dq + k(z,y, z,p,q, Z—‘:)dx =o,

qui définissent le systéme (C) de caracléristiques du premier
ordre, comme on le vérifie immédiatement en multipliant les deux
membres des deux derniéres équations respectivement par « et 3
et en ajoutant, & condition de tenir compte de (3).

Le théoréme est donc démontré : ® ne peut éire qu'une fonc-
tion de u et des invariants du premier ordre du syst¢me ( C).

Nousn’avons pasrestreintlagénéralité ensupposant’équation (1)
remplacée par le systéme (2) : il n’y aurait, si la chose était
impossible, qu’a effectuer au préalable une transformation de
contact convenable pour substituer a I'équation donnée une
équation équivalente a un systéme tel que (2).



