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SUR LES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES
AUX DERIVEES PARTIELLES;

Par M. Hapamanrn.

Aoz

Beudon (*) est parvenu a étendre au cas d'une éqguation aux
dérivées parlielles, a un nombre quelconque de variables indépen-
dantes, la notion de caractéristique.

J'ai pu obtenir le méme résultat (2) relalivement aux systémes
de p équalions i p [onctions inconnues qui salislont a la condition
postulée par Cauchy et M"¢ Kowalewski dans la démonstration de
leur célébre théoréme fondamental, c’est-a-dire qui sont résolubles
par rapport aux d¢rivées d’ordre le plus éevé des inconnues rela-
livement 2 une méme variable indépendante.

Mais on sait aujourd’h'ui‘que le cas ol la ¢condition précédente
peut éire véalisée est loin d’étre entiérement général. M. Bour-
let (3) a indiqué des sysiémes qui, par aucun changement de
variables indépendantes, ne peuvent étre ramenés a la forme de
Mme Kowalewski.

1l est & remarquer qu’on n’a point besoin de recourir a des sys-
témes formés ad hoc pour rencontrer cetle circonstance singu-
licre : elle se présenle dans 'un des plus connus ct des plus im-
portants que la Géométrie moderne ait eu a considérer: je veux
parler des équations de la déformation des surfaces

or\? ay\? 03 \2
() (3) = (&) = e
dxr dxr Oy dy 03 03

() daoe Toudw T ow e = Fe)

(5 () (2 -0

Il est visible que de telles équations ne sont pas résolubles par

(1) Ce Bulletin, année 1897, p. 108-120.
(®) Legons sur la propagation des ondes, Chap. VII.
(3) Thése (Annales de I’Ecole normale supérieure, suppl., 18g1).
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L dr dy 03 . . , . s
r a-—>y ==, —; clil est non moins nt < -
apport a o=, =5 - ¢ 1 o évident qu’clles ne sau

raienl le devenir par un changement de variables indépendantes,
puisque ce changement n’altére que la forme des seconds membres
et non celle des premiers.

MM. Méray et Riquier d’une part, M. Delassus de l'autre, ont
appris a trouver les conditions d’existence des intégrales, non
seulement ‘pour les systémes dont je viens de parler, mais aussi
pour ceux o le nombre des inconnues n’est pas égal a celui des
équations. En reprenant leurs travaux pour y étudier de plus prés
’influence des changements de variables, on parviendrait évidem-
ment 3 une théorie entiérement généraie des caractéristiques.

Beudon a fait un premier pas dans cette voie ('), en ce qui
regarde les systémes de plusieurs équations a une seule fonction
Inconnue.

Nous resterons, au contraire, dans I'hypothése ou le nombre
des équations et celui des inconnues sont égaux entre eux, et
donnerons quelques indications sur la maniére dont interviennent
les caractéristiques dans cetle hypothése.

Soit, par exemple, avec les notations de I'Ouvrage cité (2), le
systéme de trois équations de second ordre

Za,‘A-Pu{—t—zbu»qm +20M-"ik +{ =o,
ik

(2) ( 2“1’/.-17;1.--*—}:1);5:(1:'/.-4“20'[; ric+ 10 =o,

a',‘kpi/,.—+—2b','-kq,~k+ E C’;'kl'jk—‘l— "= 9,

aux trois fonctions inconnues u, v, w et linéaires par rapport aux
dérivées secondes (*). Les variables indépendantes sont z,,
Zyy oeoy Tne

Sil'on se donne les valeurs de «, v, w et de leurs dérivées pre-
miéres sur la multiplicité

(3) ‘Tn‘—"f(xhxis--':xn—l)t
(') Annales de U’Ecole normale supérieure, 18g6.
(?) Legons sur la propagation des ondes, Chap. VII, § I.
(*) On sait que cctle hypothése ne restreint pas la géncéralité.
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les dérivées secondes puny Guny T'un sont fournies par les équa-
tions (')

s Apnn +Bqgun +Crpn +~K =o,

(‘i) A'Pnu -+ BIq;:n"‘ Cropn+K = 0,
'. A'pun+ B'"qun+ C'rpn+ K=o,
avec
/] .
A=Zaikpiph Piz'(;;f_ (l=1121-°'an"—|)1 P,=—1
i

et des expressions analogues pour B, ....

Lorsque le systéme donné est susceptible d’étre mis sous la
forme de M™* Kowalewski, la condition pour que la multiplicité (3)
soit caractéristique est donnée par I'équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre

A B C
(5) H=|A B C |=o.
A" B

Si elle est vérifiée, sans que tous les minears de H soient nals,
les équations (4) (si elles sont compatibles) ne déterminent plus
entiérement Puu, Guny Tun © ces quantités dépendent encore d'un
paramétre inconnu p. Mais la considération des dérivées troisiémes
montre que ce paramétre doit vérifier, sur la multiplicité (3),
I'équation aux dérivées partielles du premier ordre

(6) Zx; P

qui lie entre elles les valeurs de p sur chacune deslignes (bicarac-
téristiques) définies par les équations diflérentielles

dzr, daz, _ dr,_,

H- oH =7 oH
(o) (w) (37)

\

Moyennaunt cette équation (6), les dérivées troisiémes deviennent
a leur tour indéterminges et dépendent, a leur tour, d’un para-

(') Loc. cit.. p. 257.
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métre arbitraire p,, assujetti a 'équation diflérentielle
(6") = - +Ni=o

et ainsi de suite.

N est (en général) quadratique en p. Mais N, est linéaire en p,
et, de méme, les équations analogues servant a calculer les déri-
vées suivantes sont linéaires par rapport aux inconnues qu’elles
doivent déterminer. De plus, le coefficient de ces inconnues est
chaque fois le méme, savoir

9

Cela posé, passons aux systémes qui ne peuvent pas étre mis
sous la forme de M Kowalewski.

Ces systémes sont caractérisés par cette circonstance que
Uéquation H = o est une identité.

S’il en est ainsi, sur chaque multiplicité (3), les équations (4)
forment un systéme indéterminé : leur solution dépend (en
général) d’un paramétre o, qui satisfait encore a I'équation (6).
Mais ici cette équation est une équalion en termes finis, savoir
une équation quadratique N = o.

Cetle équation, une fois résolue, I'équation en p, savoir I'équa-
tion (6'), ainsi que toutes les équations analogues suivantes, sont
également en termes finis et méme du premier degré.

En un mot, ici, comme dans le cas ot H n’était pas identique-
ment nul, les dérivées successives des inconnues sont déterminées
d’une maniére parfaitement univoque.

La condition pour qu’il n’en soit plus ainsi est

N
g ="

autrement dit que ’équation N = o ail une racine double.
C’est cette condition qui définit les caractéristiques.

Il resterait, bien entendu, a rechercher (en la supposant véri-
fiée) ce qu’on doit entendre par bicaractéristiques.
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Si, par exemple, on applique ceci aux systémes (1), on trouve
que les caractéristiques de ce systéme ne sont autres que les lignes
asymptotiques des surfaces correspondantes.

C’est bien le résultat que ’on obtient dans I'étude du probléme
de la déformation, mais cet énoncé n’avait jusqu’ici de sens que
grace a la réduction du systéme a une équalion unique.



