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SUR UNE FORMULE GENERALE D'INTERPOLATION;

Par M. Porrox.

1. M. Borel a démontré (') le théoréme suivant :

Soit op o(2)(p et q étant deux nombres entiers et p<q) une

- ’ Py —1 —+1
Sonction égale a o pour o<xZ L= et pour Pl <z,
q q -

a qx —p-+1 pour pq_' §x§§, a —qx—+ p+1 pour
Pcpcb™!
g=%=

5 soit Pp o(x) un polynome tel que l’on ait, entre o

et 1, |opqa(x) —Ppq(x)]| < ;I—l~,, st f(x) désigne une fonction

définie et continue entre o et 1; si e, est un nombre tel que
. . . I
Uinégalité | x, — x| < 7 entraine partout, entre o et 1,

| f(x4) — f(22) | <ey; 0n a toujours, entre o ec t,

p=q
. N\ Y4 ) q +
( - —> P ), 4 )

J(z) pz:‘of<q ra(Z

2

<eg+ M

>

M étant la limite supérieure de f(x) entre o et i.Je me propose
de donner une expression générale des polynomes P, ,(x).

2. L’équation de la ligne brisée y =9, ,(z) peut, d’aprés une

(1) Lecons sur les fonctions de variables réelles, Chap. IV, p. 82,
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formule de M. S. Bernstein (*), s’écrire

h=g A
Y= Ahl-‘l«‘—'—l’

!
2
h+1 h—1 h
Ah=%[‘9p,q( P )""‘Pp.q(—q—)’“??p.q(;)]’ h=1,2,....9—1,

>"'(q—')?p,q(1)]-

1
A= Y [‘Pp,q(o) +g%p,g (q

En appliquant ces formules et remarquant que

h (o, si h#p,
Pr.e (—) = .

q ?1, si h=p,
on trouve
—1 T I
9o,q($)=—q—;*|1‘|+%lx—;l+;I»’”‘-IL
—1 —+1
q;,,,q(z')=%lz—£—q——|—qlx—§|+% x——’L—q—l, P=1,2,.0.,9 —1,
=1 2, 1= _ 1=,
c_a,,,,,(x)_zlz'|+2|z 7 l 2 |z —1).

Si je remplace chacune des expressions IJ; — gl par un poly-

nome II;(z) tel que 'on ait, entre o et 1,

|-t

I
2g®’

<

les expressions obtenues seront les polynomes P, () cherchés,
car 'erreur commise sur chaque second membre sera toujours en

[
valeur absolue < & On aura donc

—1 1
Po,q=—gTﬂo+%ﬂx+ ;Hq,
(1) ' Ppo= %(HP—|+HP+1)_9HP$ P=52...,9—1,
I —
| Pgg= JTo+ .q;“q-t— - 2 “1,.

(1) Bulletin de la Société mathematique de France, t. XXXIII, 1905, p. 33.
XXXI1V. 4.
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3. Pour déterminer Ilx(x) je pose, suivant une remarque de
M. Lebesgue ('),

R BV e e

. k . ) .
Comme z et = sont compris entre o et 1, il en est de méme
de 1+ 3z, et par suite 5 est compris entre o et — 1. J'ai donc

pour /1 -+ z le développement en série

T I 1.3 1.3...(an—3)

-2 — —232 ... — ) T " gn R
l+2z 2.4 +2.4.Gz + (=1 2.4...20 3" + Ra(2)
convergente pour 5= —1 et, par suite, absolument et uniformé-

ment convergente pour — 1Sz = 1. Il est aisé de trouver une limite
supérieure de | R, (z)|. J'ai, en effet,

Il=n
IRa(2)|S Y, un
h=n+1
en posant
1.3...(2h—3 I
lt"=—24t7ft—) (h_>__2, Up=1, u(=;>.

Je vais chercher deux entiers « et § > a tels que, & partir d’un
certain rang, on ait

“pr1)® -___—h B \B 1\&
( uh’) <(h+‘) ou hB— (h+1)B a(h_;) > o.

Le terme de plus haut degré en 4 est %(31— 2B3)AB-1. Si

donc —E > 2, 'inégalité cesse d’avoir lieu a partir d’un certain
rang. Si a =12, B =23, le premier membre devient ;(311— 1);
3

e g e cn 1
I'inégalité est donc vérifiée pour AZ1. Or, u,= = donc,

pour A>2, o0na
1

up < s ().
(2h)?

(') Bulletin des Sciences mathématiques, 1898, p. 278.
(2) Ce résultat peut encore s’établir au moyen de la formule de Stirling

1 6
— —n N4 - —
n!l=y2me "n " 2el2n, 0Lh<;



Je dis maintenant que

h=w

e _1.3..(2n—1)
2 w=Ru=(n—nup= =
h=n+1

Ce théoréme est d’abord vrai pour n=1. En effet, si je fais

on a, en effet,
_r (2h—2)!
U= 5k FA(A—0TF
Remplagant le numérateur et le dénominateur par leurs limites supérieure et
inférieure données par la formule de Stirling, on trouve, aprés simplification,

1
e h—1)

Uy < —/—m———— = .
. 2z hyh —1 *
Posons
1
b
il vient

1

) T

3
hlopy= — e = ——.
"Taym fimt ayx

Lorsque ¢ tend vers o par valeurs constamment décroissantes a partir de 1,

3

I
v, tend vers ——
2yx
par valeurs constamment décroissantes. Ainsi, T, deésignant la valeur de T

pour h = n, on a, pour h > n,

T tend vers 1 par valeurs constamment décroissantes, donc A

3 3
Ru, < hloy< —2.
2y/x
On a, par exemple,
14
T, =2’ e*.

En intervertissant les limites, on trouve de méme

I
_V’

T =%
2ym hy/h =1 e8lhi—1)

u, >
1
et, en posant & = ry
H
.
hlo, = = .

1
2/ 7 a5 2=

., . 5
La dérivée de —; a le signe de ¢ — r Donc, lorsque ¢ tend vers o par-valeurs

I
g

2 . . I
constamment décroissantes 4 partir de 3 T’ tend vers 1 par valeurs constamment
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tendre z vers — 1 dans le développement (absolument et unifor-

mément convergent pour — 1< z51) de la fonction continue /143,
j'obtiens, a la limite,

h=w

~
o=1—2‘uh,

h=1
d’ol, comme u,=1, je conclus
h=w
Up= 2]
h=0
alors

R,=2-——(uo+u1)= i'

Si maintenant la formule est vraie pour R,, on a

u _(rn—nu, _ R, |
T +2 an+2’
or
(2n+1R,

Rori=Ry—tlpsy = =(2r+1)upy (1)

2n+ 2

décroissantes. On a donc, pour h 22,

Ay nte> !
h—_ J
* P aym
et, par suite, pour h>n22,
1 3 T,
—_— < hlu, < —2.
2y/x *Sayx
() On peut encore écrire

R = (2n)! _ _(an)!
"~ (2.4...2n)* e (nl)

Or (ﬂ'_)i, nombre- des combinaisons de 22 objets n 4 n, est entier, donc la

(nl)?
Sraction irréductible égale @ R, a pour dénominateur une puissance de 2.
Comme u,= R,_,— R, il en est de méme pour u,. En procédant de proche en

proche, on voit qu'en général, si I’on pose

_13...(ap=1).1.3...(an—2p—1) n+1
Unip= 2.4...2n (p< 2

' U, =R, u, = un) )

on a
Upp=Up_1p—1— Upp 1y

et que la fraction irréductible égale a u, , @ pour dénominateur une puis-
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Je conclus de 1a

Ru< 22 —; *
(2n)

Pour avoir R, < 2—;—8, il suffit donc de prendre ‘—z—’;;—')’g %

Soit n = agPB (a et B entiers, B £ o), il faut

203¢38 — gé(2agB—1)220.

Pour que cetle inégalité ait lieu pour toute valeur de g, il faut
que le terme de plus haut degré en g ait son coefficient positif, ce
qui exige d’abord

3228 +6 ou gz6,
puis, en supposant 8 = 6,

203 — fa220 ou

R
1Y
]

2h —1 Yo e
5 peut s’écrire i

(2h)* (2h)*  (2h)?
h = 2q°¢, celte expression devient

Comme d’ailleurs , en faisant

T ]

2g 8g¢

On a donc bien une solution de I'inégalité en prenant n = 24°.
Ainsi, on peut toujours prendre pour I (x) Uexpression

h=2¢%

Sl

de degré 4q% en-x. Ordonnons-la par rapport a z.

sance de 2. On voit aussi que

h=w :

_ _ 2R —2p + 1
Z Yap = Ynpt = Unp —5p 7
=n-+1

Pour les grandes valeurs de n, u,, , est donc de Uordre de
np+ 3
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4. On a, en supposant d’abord k(k — ¢) £ o,

4= = )= S (ot (5

(2+R+y=h);

ce que I’on peut écrire

H(— 1) k\ B 2\ h-a-

Le coefficient de z* dans cetle expression s’obtient en réunis-
sant les termes correspondants aux systémes (a, B) de solutions
entiéres el positives de

20+ B =y, o+ BZh.
On voit aisémenl que ces solutions n’existent que pour

2h si @ est pair,
ps %

TR |
hz=+-[i—(—1]=
o2h —1 si p est impair, ou T2 4[| =]

Jeles désignerai par (a4 p, Ba,u)- Le coelficient de z#* dans 4 (x)
est donc, si p > o,

h=2q¢
24\ Brop 2\ e—cnyu—Bun,u
S (0 N ——
2 v eh 2 (=1 a/.,p_!B/,,p!(h-—a,,_p,—p/,‘p,)! q ! q*
h=1y, an o Bh

ou bien en désignant simplement par «,, B, deux entiers positifs,
solutions de 22+ B=p (0Sp<S4q°)

(— 1)zt (2k>p" h=2qe

> S wgmamn (g
Cp = Tl Bul Ry p——Y PT

oy, Bu h=a,+8,

On peut encore écrire

Z ( ')ﬁ" ' B! k P
2 -

(2) Cyu= I r E (— 1ty L —(—-—I) o

’ h — —_ ! 2

%, B e Pp. h=a,+f, { i 59.) 7

On a d’ailleurs directement

h=2q%

(3) Co/,_l—t-Z(—l)"lu/,(———l) .

7
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On peut alors écrire, quel que soit v,

-\ B
Cyr= 2 (\_ quk) F d%u B Go.i
WA= ap,! Bu! d“lﬂ*‘#p(/‘;:_l}’
q

et remarquer que Cq x se compose des 2q%—+1 premiers termes

du développement de g rapport aux puissances croissantes
de (— — x).
q*
Sik=o,0na

Al (— h—2
1= SO
(&=t Zal(h—a)!x *
-3
Le coellicient de z* dans II,(z) est donc o si
si | est pair el 7 o,
Ix::q' II_E'.

Cpo= E (=) by —— 7

& est imparr, et,

ou bien

On a d’ailleurs directement

h=2q%

(5) Coo=1— X un ().

h=1
On voit que G, o se compose des 2q®~+1 premiers termes du

1
développement de (1+ 3)* ot l'on fait 5 =—1 et que Cy o est

(') On a déja vu que
h=

L]
Z U,=1I.
h=1
Donc
h:ir].

Z =1—R,, Cojo=Rype= (fgs+1) us0.
h=1
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. iéme , ., .
le quotient par %! de la (%) dérivée de cette expression,

pour z=— 1. On peut faire rentrer ce résultat dans les formules (2)
— ok —
(— 2k)Bn par [+ (2 e

B!

et (3) en y faisant B, = o el remplagant

Sik=gq,ona
GC=h
!
[(.z"-— ,)z__,]h-_— xlt(x_a)lzz zm%—_a_)!'z‘l‘+a(—2),‘_a'

a=0

Pour avoir le coefficient de zt dans II,(x), remarquons qu'un
terme de rang A de ,(z) fournit un terme en z* toujours et seu-
lement si

h< { 2k, si @ est pair,
= }L

A

| 2h—1, si @ est impair,

€n sorte que, si w3 o,

h=p
. ~ (— 2)2—p
—_ — - | .
© Co = 3 (0w G ey
e

(si p>2gq¢, la limite supérieqre deh sexa 2¢¢%). On a d'ailleurs
directement

(7) Cog=1.

5. Désignons maintenant par D, , . le coefficient de z#
bl b} N
dans P, ,(); les formules (1) donnent

— 1,
Dy, =— Z‘T Cupo+ %Cu.i + Cu.gy
(8) Dy,pg= %(Cp.p—i"’ CtL,p-H)'_"qul«.Ila P=%2...,9 —1I.
I q q —_—1
Duga= 3 Cpo+ 5 Cpg-1— 5= Cpg

Ces formules (8), jointes aux formules (2)-(7), déterminent
h=kq®
complétement les polynomes Pp () = E Dy p,gx*.
p=o



