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SUR LE DÉVELOPPEMENT
EN FRACTION CONTINUE D'UNE IRRATIONNELLE AMBIGUË

DU SECOND DEGRÉ ;

PAR M. AURIC.

Considérons une irrationnelle œ racine de l'équation du second
degré

«a?2-4- bx -h c = o,
d'où

^ ==————v—, A == ^»2—4^c-
20

Le développement en fraction continue de (o est périodique et
nous pouvons écrire

a)==(Xi, Xa, ..., Xrt).

La racine conjuguée o/=== ————v— donne naissance au déve-

loppement renversé et Pon a

^==5 (X^, X,,-t, . . . , X 2 , X i ) .
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Si rirralionnelle (0 appartient à une classe ambiguë, ces deux

développements sont identiques et cela ne peut se produire que
si la suite indéfinie

(l) . . ,, Â^, AI, AS, , . . , À/t, AI, ÀZ, . . •, Art, AI, ÂÎ, . . .

est symétrique soit'par rapport à un terme ^, soit par rapport à
l'intervalle compris entre deux termes consécutifs.

Nous savons que, dans le premier cas, (Q est racine d'une équa-
tion de la forme

ax1-}- y.ax 4- c == o,

d'où (o == — 1- ± v —? et nous dirons que (Q est une pseudo-fraction.

Dans le second cas (o est racine d'une équation de la forme

aa^-h bx 4- a == o;

d'où <o(o'=== i, et nous dirons que (o est une pseudo-unité ( < ) .
Trois cas seulement peuvent se présenter :

A. La suite (i) est symétrique par rapport à deux intervalles :
en d'autres termes il existe deux pseudo-unités distinctes équiva-
lentes au sens de Dedekind.

B. La suite (i) est symétrique par rapport à un intervalle et par
rapport à un terme, ce qui se présentera évidemment si la période
renferme un nombre impair de termes.

C. La suite (i) est symétrique par rapport à deux termes, c'est-
à-dire qu'il existe deux pseudo-fractions équivalentes.

Nous allons examiner successivement chacun de ces cas et nous
verrons que, si l'on appelle t, u la plus petite solution de l'équa-
tion de Fermât

^—AM2^,

la nature de la suite (i) dépend exclusivement de la décomposition
en facteurs des deux nombres t -+- 2 et t — 2.

( * ) Voir Journal de Af. Jordan, 1902, p. 416. La distinction entre pseudo-fractions
et pseudo-unités a pour but de faire ressortir des résultats différents au point de
vue des identités arithmétiques. Mais elle n'est pas essentielle : en effet, toute
période (..., \_i, \, ̂ , \_p ...), symétrique par rapport à l'intervalle (\, \), se
ramène à la période (..., \_p ±14- \, ± i, ± l'-h \, \-_.,,...), qui est symétrique
par rapport au terme ± i.
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A. Appelons (o, (o, les deux pseudo-unités, on aura

, , A(O—Bo)to ==t0i(o ; ==i, ^i= -———_,
LiOJ — JJ

avec
B C — A D ==1.

Celte relation subsiste évidemment si l'on remplace chaque ir-
rationnelle par son inverse, ce qui donne

f _ A — B c o
(x)i G — DO)

d'où en substituant on obtient les deux relations :

^ ( A 2 ~ C 2 ) œ — ( A B — C D ) _ (A^— B^ - (AG — BD)
( A B — C D ) œ — ( B 2 — D 2 ) ? (x)l" (AC — BD)(^- (Ça- D^)

qui donnent sous une forme explicite les équations dont ù) et 0)1
sont racines.

La quantité placée sous le radical est égale à

(BÎ+C'—AÎ—DÏ)»-^ ,

ce qui permet d'écrire

B 2 + C 2 — A 2 — D 2 = t

et, comme BC — AD = i, il vient

t + 2 = (B 4- C)2— (A-4- D)2 == (B d- G 4- A 4- D) (B + G — A — D),
< - 2 == (B — C ) 2 — ( A — D ) 2 = = ( B — C + A — D ) ( B — C - A-+-D) .

Si t + 2 == /n/i et ^ — 2 ==7?y sont des décompositions accep-
tables on aura évidemment

R — m "̂  n 4" ̂  "h ̂  A — 7yt — n-\- p — <y
4 4

F — m ~^~ n — P ~~ y r\ _ m— n — p -\- g
4 ' ~~ 4

B, Admettons en second lieu que l'on ait

ACD—B
tx)(*/=I, (Oi-+-(Ui ==X, 0)i== __

avec
B C — A D = - i .
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On trouvera comme seconde relation

, A — B C D
^^^Dœ

et en éliminant il viendra

_ D(2B- -DX)<o^(BC-4-AD—CDX)
œ ""' ( B C - 4 - A D — C D À ) t o - - C ( 2 A — C À /

_ ( A G — B D ) ( x ) i ~ ( A ^ — B 2 )
(01~' ~~ (C2—D2}a ) i—(AC- BD)'

La quantité placée sous le radical sera égale à

[X(G2- D 2 ) — 2 ( A C — B D ) ] 2 — 4 ,

d^où l^on peut poser

X ( C 2 — D2) — 2AC + 2BD = t

et par suite, en tenant compte de BC — AD == i ,

< - + - 2 = ( C + D ) [ X ( C — D ) - - 2 A - h - 2 B ] ,
^ _ 2 = ( C - D ) [ X ( C 4 - D ) — 2 A — 2 B ] .

Si les décompositions t + 2 === mn^ t — 2 ==/?y sont accep-
tables, on aura

C == Ï-î-? A -- x m ~ n ~~q D—77^^-^7? _ \p ̂  n—q
~~ ï ' ~~ 4 ? — Ï A ' ~ 4 '

Remarquons que Pon peut mettre le produit t\ sous la forme
d^une somme algébrique de quatre carrés

t\ == B 2 - + - ( C X — A ) 2 — A 2 — ( D X — B ) 2
avec

B ( C X — A ) — A ( D À — B , = X .

G. Admettons, enfin, que Pon ait

i -\ / ^ Aco — B
CD -1- 0) = À, (Oi —- (Oi — AI, '0^ = ——C œ — D

BC-AD = i .
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On aura comme seconde relation

, A ( X — ( * ) ) — B
^-^ C(\-^)-D9

et, par suite, en éliminant,

__ . _ ( C D X i — B C ~ A D ) f a ) — D ( D X i — 2 B )
œ ~ C ^ G X i — î A ^ - ^ C D X i — B G — A D ) '

. (ACX—BG~AD)œi - -A(AX-2B)
101 1 C ( C X — 2 D ) ( O i - - ( A C X — B C — A D ) '

La quantité placée sous le radical est

(C2ni—2ACX—2DC). i4-2BC-i -2AD)»—4,
.,̂

ce qui permet de poser

Cîni—'îACX—aCD).!-^ îBC.+.lAD == <

et, par suite, puisque BC — AD == i,

< - h 2 = C ( C U i — a A X — 2 D X i 4 - 4 B ) ,
< — 2 = = ( G X i — 2 A ) ( C X - - 2 D ) ,

et, si l'on pose encore t -\- 2 == w/z, < — 2 =pq^ il viendra

m\t^-p ^ m\—q p _ mXXi—/?X—^X,-^7iC = m , A=——^-, D=——^——, K-.——————^——————.

Enfin, nous remarquerons que l'on peut mettre le produit t\\t
sous la forme d'une somme algébrique de quatre carrés

^= B 2 + ( C ^ i - - A À - - D X i + B ) î — ( A X — B ) 2 - - ( D X i — B ) «

avec
B ( C ^ i — A X — D X i 4 - B ) — ( A X — B ) ( D X i — B ) = X X i .

Il sera possible de déduire de nombreuses identités arithmé-
tiques des formules que nous venons d'établir.


