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NOTE SUR LES ÉQUATIONS ^—a^^i ET as^ay2^ -1;

PAU M. B. NIEWENGLOWSKI.

1. On sait que Féquation

(0- ^-^»==i,

dans laquelle a est un entier non carré, a une infinité de solutions
entières. Si x et y sont deux entiers positifs vérifiant Inéquation,

-.: est une réduite de rang pair du développement de \/a en frac-j1
tion continue.

2. Soit a*,, y^ une solution entière positive de l'équation (i),
telle que x\ > i, et soient a, ? les racines de l'équation

(2) ^--îa'i.p-î-i == o,

en posant

/ ^ v a»-+- fi^ a^— 6^(3) ^==:—-t-, y^——^tL (<x>?);
3 a/a

^/n y/i sera une solution entière de (i). Si x^ y^ désigne la plus
petite solution entière et positive de l'équation considérée, on dé-
montre aisément c^ue les formules (3) donnent toutes les solutions
entières positives de la même équation.

On calcule ces solutions par les formule» de récurrence

(4) îffn+t == 2 X^ Xn. — Xn-\,

yn+i = 2a?i^-,»—y,»_i.

3. L'équation (i) représente, en axes rectangulaires, une hyper-
bole de sommets (i, o) et (— i, o). Nous appellerons points en-
tiers les points de cette hyperbole ayant pour coordonnées des
nombres entiers.

On établit facilement les propriétés suivantes de ces points. Si
M et M' sont deux points entiers, la parallèle à la tangente en M'
menée par M rencontre une seconde fois l'hyperbole (i) en un
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point entier M". Si M et M' sont sur une même branche et que
l'arc MM' ne possède aucun autre point entier que ses extrémités,
nous dirons que M et M' sontdes points entiers consécutifs; alors
M' et M" sont aussi des points entiers consécutifs.

Soient A(i, o) le sommet, A, (^,y<) le premier point entier à
coordonnées positives ; la parallèle menée par A à la tangente
en A< donnera le point K^(x^ y ^ ) ; la corde A,A3 sera parallèle
à la tangente en Aa, etc., et l'on obtiendra ainsi tous les points à
coordonnées entières et positives. Par symétrie, on aura tous les
points entiers à coordonnées positives ou négatives.

Au moyen de ces remarques, on voit par exemple que, si ^*',y'
est une solution entière, les formules

x = aa/1-—!, y==2a/y

en fournissent une nouvelle. De même

x^^x'^—ïx', .r=4o^r'34-3y, ...,
formules qu'on obtient aisément à l'aide des équations (4).

On peut encore remarquer qu'il y a une infinité de manières
de distribuer les points entiers deux à deux sur des cordes paral-
lèles.

4. L'équation x2 — an^y2 = i a u n e infinité de solutions en-
tières. Soit x\ y ' l'une d'elles; alors x ' , ny1 est une solution de
l'équation (i). Donc celle équation (i) a une infinité de solutions
.r, y telles que y soit un multiple d'un entier n donné arbitrai-
rement.

8. Occupons-nous maintenant de Péquation

(i)' .p»—^î==—i.

Elle n'a pas toujours de solutions entières. Si elle en a, elle en
a une infinité et, si l'on désigne l'une quelconque par ç, T), la frac-

tion - est une réduite de rang impair du développement de \fa.

En outre, si Ci , r^ désigne la solution entière positive composée
des plus petits entiers possibles, on a ç, > i et en outre

Çi<*yi, ^\<y\-
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Soient y, ô les racines de l'équation

W a-2--îÇi-r—i = o;

si l'on pose
Y» -i- §w y» «» Kn

(3)1 ^= ^———^ ^=———— (T>8),2 2/a
on aura

S/2 — ̂ /î == e,

e étant égal à + i ou à — î , suivant que n est pair ou impair.
On a

(4Y Çn-t-l=2ÇiÇrt-h Çrt-i,

^rl»-+-l= 2Çiï)rt-4-T}»-i.

On obtient ainsi, en remarquant que Ço== i, -^0=== o,

d'où

^=2^+1,

^2== 2Slïil»

Plus généralement, si Pon pose

w i»i/̂ , ,=i/^,
ou, inversement,

(6) .r== î^-i-i, y=2^,

si les formules (5) attribuent à Ç, ^ des valeurs entières, Ç, 7^ sera
une solution de l'équation (i/. D'autre part, si ç, T\ est une solu-
tion entière de (i)', les formules (6) donnent pour x^ y des valeurs
entières vérifiant l'équation (i).

Or,
^2==2SlTh<2;Ti^i ,

c'est-à-dire
^2<y2.

Mais
Ç|-ar,j=i;

donc
^2=^1, rtî=y\•
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La relalion

peut donc s^écrire

et de même

S2=^Î+I

^='2^+1,

^1=2^1.

De là celle conséquence : pour que l'équation

v2 — ay^ == — i

ait des solutions entières, il faut et il suffit que la plus petite
solution positive entière autre que i, o de l'équation (i) soit de
la forme

Tt= I-+--2M2 ,

y\ = •> MP,

et alors Ç» == «, r^ === v.

6. Cela posé, des formules

^p+î == 2 Si Ç//-+-1 -i- S/^
Çp+i = ^Çi Ç/^ ~^~ ïp-\i
^P =2^1^-1+^-2

on tire

(7) S,,-n==^.ri ̂ -- Ç,,-î

et de même

(7)' ^/»+î= ï^i^p— ^p—î-

Si nous supposons/? impair, S^.a, ^-2; ^î ^p'î ^+2? ^/?+2 so"*^
trois solutions de (i/ fournies par les formules (3)'; désignons-
les par i i f f ' 'xlt—\'^yn—\\ ^m y n i ^n+ii yn\\'

Nous aurons ainsi

(8)
*^*/t+l — '2.2*1 X,( — •y/t—l ?

y'n^=^v\y'n—y\t-^

Ces formules ne peuvent servir qu^à partir de n == 2.
On a donc

3/3=- 2^1 .^2——^1,

y3=2yly2—yl•
xxxv. 9



130 -
D^ail leurs,

^=^lÇ2-^l

X'^=:('1X^\}X\,

ou

et de même
Va ==-2 x\ y^ y.

Ceta étant, on déduit des formules (8)

^+1 y'n — ^nY'n^i = ̂ Y'n-l — Y'n^'n-^

et par suite, de proche en proche, on arrive à

ou enfin

^+1 Vn - s-n y,»+ i = a-s y\ — ̂ i y \,
^«+1 Y/* -- •r" ̂ +1 === 'îa'i OlYi — ̂ i ̂ * ),

^+iy/*—^y^i==j'i-
7. Je dis maintenant <(tfe nous avons obtenu toutes les solutions

entières de l'équation (i/. En effet, soit a?7, y' une solution diffé-
rente de celles que nous avons trouvées. On voit immédiatement
que x' est compris entre deux valeurs telles que x'^ et a*,̂ i, ety'
entre y;, et y;̂ .

Si Fon pose
.r =? x'x'^ — ayy^^,
^=y^+i—.y'yw.+iT

.r, y sera une solution de Féquation (i).
Or,

y==(.y^i-y;t+i/a)y—(^-y/a)y,,+»
ou

y.4-. _ .̂  ^ ^
v'-^-y'^a ^-n-T-y^» /a ^ >'

D^autre part, nous avons trouvé

^+1 y'n — X'ny'^ • = ri î

ce qui peut s'écrire

yi = (^+1 -yn+i /^)y,<- (^-^Va)y,,,,
ou encore

^ = Y^i _ _y ' n
y'n -^y'n \/a ^+1 -+• y'n^ >/0.
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ce qui donne, par comparaison,

°<y <y\.
ce qui est impossible.

8. Reprenons les relations^), (7)' et supposons main lenant que/?
soilpair. Alors, ^_a, ç^, ̂ 3 sont trois solutions de l'équation (i)
et, si on les désigne par .r/z^i, x,^ x^\^ on aura enire ces quan-
tités les relations (4).

Donc, en réunissant les résultats obtenus, on voit que, si l'équa-
tion (i)'a des solutions, les formules (4)' donnent alternativement
toutes les solutions de l'équation (i)' et de l'équation (i), pourvu
que Ci, ^, désigne la plus petite solution positive entière de (i/.

9. Remarquons enfin que les points entiers de l'hyperbole re-
présentée par l'équation (i)' ont des propriétés analogues à ceux
de sa conjuguée; mais les sommets de (i)' ne sont pas des points
enl iers .


