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NOTE SUR LES EQUATIONS z°—ay’=1 ET 2'— ay?=—1;

Par M. B. NiEWENGLOWSKI..

1. On sait qae I'équation
o - w—api=y
dans laquelle a est un entier non carré, a uneinfinité de solutions
entiéres. Si z et y sont deux entiers positifs vérifiant I'équation,
;- est une réduite de rang pair du développement de y/a en frac-

tion continue.

2. Soit z,, y, une solution entiére positive de ’équation (1),
telle que 2, > 1, et soient a, § les racines de I’équation

(2) rr—22yT +1=0,
en posant
n " R e (47
(3) ZTp= a——-:—P—" Yn= a——_-fL (a>8);
2ya

Zny ¥n sera une solution entiére de (1). Si xy, y, désigne la plus
petite solution entiére et positive de I’équation considérée, on dé-
montre aisément que les formules (3) donnent toutes les solutions
entiéres positives de la méme équation.

On calcule ces solutions par les formnles de récurrence

(4) % T+ = 221&n— Zn—1,
Yn+1=2Z1Yn— Yn—1-

3. L’équation (1) représente, en axes rectangulaires, une hyper-
bole de sommets (1, o) et (— 1, o). Nous appellerons points en-
tiers les points de cette hyperbole ayant pour coordonnées des
nombres entiers.

On établit facilement les propriétés suivantes de ces points. Si
M et M’ sont deux points entiers, la paralléle 4 la tangente en M/
menée par M rencontre une seconde fois ’hyperbole (1) c¢n un
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point entier M". Si M et M’ sont sur une méme branche et que
I’arc MM’ ne posséde aucun autre point entier que ses extrémités,
nous dirons que M et M’ sont des points entiers consécutifs ; alors
M’ et M’ sont aussi des points entiers consécutifs.

Soient A(1, o) le sommet, A,(z,,y,) le premier point entier &
coordonnées positives; la paralléle menée par A a la tangente
en A, doanera le point Ay(x,, ¥2); la corde A, Ay sera paralléle
ala tangenle en A,, etc., et I'on obtiendra ainsi tous les points a
coordonnées entiéres et positives. Par symétrie, on aura tous les
points entiers a coordonnées positives ou négatives.

Au moyen de ces remarques, on voit par exemple que, si 2/, )"
est une solution entiére, les formules

r=12rr—1, y=22y
en fournissent une nouvelle. De méme
r=42"—32", y={4ay3+3y, ceey

formules qu’on obtient aisément a I'aide des équations (4).

On peut encore remarquer qu'il y a une infinité de maniéres
de distribuer les points entiers deux & deux sur des cordes paral-
18les.

4. L’équation 22— an®y?= a une infinité de solutions en-
tieres. Soit 2, ¥’ I'une d’elles; alors 2/, ny' est une solution de
’équation (1). Donc cette équation (1) a une infinité de solutions
z, y telles que y soit un mnltiple d'un entier » donné arbitrai-
rement.

5. Occupons-nous maintenant de 'équation
)y —ayrt=—n

Elle n’a pas toujours de solutions entiéres. Si elle en a, elle en
a une infinité et, si 'on désigne'une quelconque par §, 7, la frac-

§

tion ; est une réduite de rang impair du développement de \/a.

En outre, si £, %, désigne la solution entiére positive composée
des plus petits entiers possibles, on a E,>1 et en outre

h<ay, m< y
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Soient y, 3 les racines de I'équation
(2) ' xr—afx —1=o0;
si l'on pose

n_ dn n— gn
=1 y ma=1

2 2y/a

a3Y §n

(y>3),

on aura
fi—ani=s¢,

e étant égal & +1 ou & — 1, suivant que n est pair ou impair.

On a

(4) { Env1= 28 En = En—1,
Nn+1 = 281N+ Nn—1.

On obtient ainsi, en remarquant que §g=1, no=o,

Ea=28} +1,
Nne=28mM,

Plus généralement, si 'on pose

xr—1 r—+1
(5) E=‘/ > ’ n = aa ’

ou, inversement,

d’ou

(6) z =281, ¥ = 2§y,

si les formules (5) attribuent a §, n des valeurs entiéres, £, 1 sera
une solution de I'équation (1)'. D’autre part, si &, 0 est une solu-
tion entiére de (1)’ les formules (6) donnent pour z, y des valeurs
entiéres vérifiant 'équation (1).
Or,
m=25m < 2z )y,
c’est-a-dire
T2 < Ya.
Mais
g —ani=r;
donc
E2= 2y, 2= D1
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La relation
Ex=1282 +1
peut donc s’écrire
xr, =2t} +1,
et de méme '
ri=25m-

De la'cette conséquence : pour que U’équation

r2—ayt=-—1

ait des solutions entiéres, il faut et il suffit que la plus petite
solution positive enticre autre que 1, o de U’équation (1) soit de
la forme

Ty= 1+ 2U?,

Yi=2uv,

et alors §, = u, 1, =yv.

6. Ccla posé, des formules

Ep+2 = 2§ Ep-H -+ E/n

Epri=2818, +Epy

Ep =2biEp+Ep2
on tire

7) Epra=221 Ep— Ep—r

et de méme
(7Y Np+2 = 2T MNp — Tip—-2-

M 3 H . E - . -

Si nous supposons p impair, §,_s, Np_2; &p, Np; Epyas Npye sONL
trois solutions de (1)’ fournies par les formules (3)'; désignons-
les par

’ ! . ! [y U
Zp—1s Yn—15 Ty Yns Lo+t YVort-

Nous aurons ainsi

! —_— 7 ’
Tpt) = 2Z4% ) — Ty,

r_ ' ’
Ynr1 =281 Yn—Yn-1-

(8)

Ces formules ne peuvent servir qu’a partir de n = 2.
On a donc
rh= sz xy— Ty,
Y= 21—
XXXV, 9



D’ailleurs,

ou
zhy = (2214 1)7,
et de méme
2= 2801+ )
Cela étant, on déduit des formules (8)
Byt Y — TnVui1=TpYn-1—YnTn—1s

et par suite, de proche en proche, on arrive 3

' g roa ot roa
TprYn—TnYn1r =T Y1—T1 )2
U ! U 4 ! ! !
Tyg1 Yn— Tn Y1 = 221 (21 ) — 2 31),
ou enfin
J J ! Y —_— ar
Tpi1 Vo —nYn+e1 = N1+

7. Je dis maintenant qtie nous avotis obtenu toutes les solutions
enti¢res de 'équation (1)'. Eu effet, soit 2/, ' une soluation diffé-
rente de celles que nous avons trouvées. On voit immédiatement
que z' est compris entre deux valeurs telles que z, et z),, , et '
entre y, el .. '

Si I'on pose

T =T Ty — Y Yurs
Y=Y Tnpr — & Yagas

z, y sera une solution de 'équation (1).
Or,
¥ =@y =y Va)y' — (&' — y'Va) Yo
ou

’

’

Yot v
Y= - - - = : - — > 0.
r+yva 1"114—1.“".7/1-{-1‘/“

D’autre part, nous avons trouvé
""‘;H-l }’;t - x'n.}"..+- =71,
ce qui peut s’écrire
Y= (“"'n-H —Vn+1 \/t-i)_y',, - (‘T'n—'}’ln \/;).}"nna
ou encore

, .
= Y n+1 ,7;:
= = -— =)
/ , ; ;
Tp+Ya \/a xn+l+)'n+1|/a
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ce qui donne, par comparaison,

0<}'<}'h

ce qui est impossible.

8. Reprenonslesrelations(7),(7) etsupposons maintenant que p
soit pair. Alors, §,_», £, £pya sont trois solutions de I'équation (1)
et, si on les désigne par x,_y, Zn, Znyi, ON aura entre ces quan-
tités les relations (4).

Donc, en réunissant les résultats oblenus, on voit que, si I'équa-
tion (1)’ a des solutions, les formules (4)’ donnent alternativement
toutes les solutions de I’équation (1) et de I’équation (1), pourva
que &, n, désigne la plus petite solution positive entiére de (1)'.

9. Remarquons enfin que les points eatiers de '’hyperbole re-
présentée par I'équation (1) ont des propriétés analogues a ceux
de sa conjuguée; mais les sommets de (1) ne sont pas des points

jug ) p
entliers.



