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SUR LA REPRESENTATION DES NOMBRES PAR LES CLASSES DE FORMES
APPARTENANT A UN DETERMINANT DONNE;

Pir M. T. LaLgrsco.

1. Dans I'éiude de la représentation des nombres par les classes
de formes appartenant 4 un déterminant donné D, on peut se
borner a considérer le groupe des classes primilives, c’est-a-dive

8
des classes de formes

(1) art+a2bzy +cy?,

les nombres @, b et ¢ étant premiers dans lecur ensemble.

On sait que la véritable représentation d’un nombre m par ane
forme (1) est celle que 'on appelle la représentation propre de ce
nombre, c’est-a-dire une représentation telle que

m=a%2--20%r + c7?,

olt les nombres § et 4 sont premiers entre cux, car les représenta-
lions impropres reviennent toujours a des représentalions propres
irréductibles.

Ceci rappelé, prenons deux nombres m et n représentés propre-
ment par deux classes quelconques que nous désignerons par K,,
et K,. La théorie de la composition des formes nous apprend
alors que le produit mn pourra étre représenté par la classe com-
posée que nous désignerons par K, K, ; mais cette représentation
sera-t-elle propre ou non?

Si les nombres m el n sont premiers entre eux, une identilé
fondamentale de la théorie de la composition des formes montre
tout de suite que celte représentation résultante sera propre éga-
lement; mais, si les nombres i et n ne sont pas premiers entre
eux, cela n’est plus vrai, comme on I'a admis quelquefois. Je me
propose de montrer ici qu’en général, dans ce cas, il y a plus de
représentations résultantes impropres et j'établirai un critére per-
mettant de distinguer les deux cas.
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2. Soient

o 27,8008
m=afal...af by by .. I)gl',

al xl a’ Y2 Y.
n =afrai:...afcl el ...cly,

I

les deux nombres considérés, supposés d’abord premiers a 2D.
Faisons la remarque évidente que toule représentation propre
d’un produit de deux facteurs premiers entre eux provient néces-
sairement de la composition de deux représentations propres con-
venables de ses factears; en ellet, I'identité fondamentale

aa' X+ 20XY+cYe=(ax2+2b0zy +a'cy?)(a'®2+ 207"y + acy'?),

ou
X=za'—cyy,
Y=axz'y+adzy +20yy,

nous montre que la représentation propre du nombre aa’ parla
forme (ad', b, ¢) peut résulter de la composition des représenta-
tions propres des nombres « et @ a I'aide des formes («, b, d'c)
et (d'y b, ac).

Pour former donc toules les représentations propres d'un
nombre composé, il suffira de déterminer toutes les représenta-
tions propres de ses facteurs premiers deux a deux et d¢ com-
poser ensuile ces représentations de toutes les maniéres possibles.
Or, soit Ky et K;5' les deux classes opposées qui, elles seules,
représentent proprement le nombre premier i; la puissance A ne
sera représentable proprement que par les classes Kj et K;”, en
représentant par K{ la classe qui résulte de la composition de K,
n fois de suite avec elle-méme. Comme, d’aprés une remarque
déja faite, les représentations propres de deux nombres premiers
entre eux donnent par composilion une représentaiion ui est
propre aussi, les expressions générales des classes dont chacune
fournira une représentation propre distincte des nombres m et n
seront respeclivement

: o i—a K2k W =3
l\m = l\”l 'l\ LN ,,‘ k l\ '5' N l\/',-l r

- Axl el K + Y,
K, =Kk ll\* T, ,,“l\ i, .l\“/\/

a,

Nous oblcnons ainsi 271% représentations propres diflérentes du
nombre me et 277% du nombre n.
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Considérons maintenant le produit

. . 3
mn=af+* ., .a%“‘“kb?' ceobyrelteln.

Ce nombre aura donc effectivement et seulement 27+et+4 repré-
sentations propres par les classes du déterminant D. Or, on peut
combiner une représentation propre du nombre m 3 une repré-
senlation propre de r, de 27+7*2k facons dilférentes. I y awra
donc, en général, 2PYitk(ak—1) cas oa la représentation
résultante du produit mn ne sera pas propre, quoique les
représentations des nombres m et n le soient.

Si donc £ > 1, c’est le nombre des cas d’exception qui sera le
plus grand. D’autre part, il est évident que les représentations
impropres seront données par les classes

Fla—ar) +(a--a; ) k=B (=8, 1ty (Y,
Ki . RGP LLKER KEY . K,

et ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant :

La représentation résultante sera impropre toutes les fois
que, dans les représentations propres des nombres m et n,l’un
aw moins des facteurs communs de ces nombres sera représenté
par des classes opposées, et seulement dans ce cas.

3. Examinons maintenant les représentations des nombres qui
ne sonl pas premiers i 2D.

D’aprés la remarque faite plus haut, cetle question revient a
U'étude de la représentation du nombre 2 et des facteurs de 1.
Nous supposerons ici D sans diviseurs carrés; dans ces condi-
tions, je dis qu’on a lc théoréme suivant :

Un facteur d de D (D == dd) n’est représentable proprement
que par la classe ambigué

dr?— gy,

Aucune puissance de ce nombre n’est représentable propre-
ment par les classes des formes du déterminant D.

n clfet, si d est représentable proprement par une classe K,
cetle classe contiendra la forme (d, n, l) ot n*—dl =D = do:
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on déduit de 13 n = kd et, par conséquent,
dz*+onxy +ly*=d(x + k.y)‘l‘— &y1,

ce qui prouve que la classe K, est bien une classe de formes
ambigués.

Prenons maintenant le nombre d*; on devrait avoir d’une facon
analogue n? — dkl = d8g; or, celte égalité est impossible si k >1,
puisque 8 est premier & d.

Nous avons ainsi (remarquons-le en passant) une propriété
caractéristique des formes ambigués : ce sont les seules classes
qui représentent proprement les facteurs de D. Cette propriété ne
subsiste plus si D a des facteurs carrés: ainsi, par exemple, la
forme 9z*+ 6y + 112 représente proprement (=1, y =0);
son déterminant est — go=— 3%.10, et pourtant ce n’est pas
une forme ambigué.

La limitation aux déterminants sans diviseurs carrés est donc
utile pour simplilier les résultats, méme dans la théorie de la
représentation des nombres. Ce théoréme s’applique aussi pour
le facteur 2 si D est pair.

Il nous reste donc a examiner le cas de la représentation de 2
quand D est impair. Or, un théoréme bien connu sur les con-

gruences
x2= D (mod2*)

nous permet d’affirmer immédiatement que 2 est Loujours repré-
sentable proprement par la seule classe
222+ 22y + ky? (1—2k=D);
que 4 est toujours représentable par les deux classes opposées
fr2Etazy + K y? (t—4k'=D),
si D est de la forme 4n +1 et seulement dans ce cas, et qu’enfin
2k(k > 2) est représenté proprement par 4 classes, deux a deux
opposées, si D = 8n + 1 et seulement dans ce cas.
On voit maintenant avec facilité comment on devra modifier

I'énoncé général trouvé précédemment pour ces divers cas. Ainsi,
par exemple, nous aurons les propriélés suivantes :

St un facteur de D figure éla fois dans met n. la représen-
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tation composée sera sirement impropre; mais, si les nombres m
et n, touten n'étant pas premiers & D, ne sont pas divisibles par
les mémes facteurs de D, et si les autres conditions sont rem-
plies, la représentation résultante sera propre.

Dans I’évaluation des nombres p et ¢, il ne faudra pas tenir
compte des facteurs de D; enfin, 2 rentre dans la régle générale si

D est pair.



