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SUR LES TRAJECTOIRES
AUXQUELLES DONNENT LIEU LES FORCES CENTRALES;

Par M. Georces Rémounnos.

1. Un point mobile, sollicité par une force centrale, peut décrire
unc trajectoire ayant la propriété intéressante de s’approcher indé-
finiment dua centre des forces, qui est alors un point asymptote de
la ll«llC(,lOll‘C ¢’est 1a une condition nécessaire pour que le pomt
attiré tende a se clmquer avec le poml altirant.

Si nous tenons compte de la formule

dr
(l +27,;)
(1 p= " drt dil
Trae T U ae

nous voyons que le rayon de courbure ¢ tend vers zéro, lorsque le
rayon polaire - tend vers zéro, pourvu que tangw ne tende pas
vers zéro avec 7, w désignant 'angle formé par le rayon polaire ct
la tangente de la courbe; si, en effet, il en est ainsi, la formule

ar _ r

dY T tangw

L, ., dr

montre que la dérivée % tend vers zéro avec le rayon 7; il cn
résulte, en vertu de la formule (1), que le rayon de courbure
tend aussi vers zéro avec 7. Nous supposons, bien entendu, ici, que
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la trajectoire ne passe pas par le péle (centre de foree), qui n'est
(u’un point asymptote de la courbe.

Dans ce travail, nons allons envisager d’abord ces trajectoires se
rapprochant indéfinimeunt du centre d’attraction, avec I'hypothese
que le rayon de courbure tende vers zéro avec r; ensuile, nous
exposerons quelques résultats concernant le rayon de courbure
des trajecloires auxquelles donnent lieu des forces centrales

données comme fonctions de la distance du mobile au centre des
forces.

2. Nous nous posons le probléme suivant :

Quelles sont les lois de forces centrales qui peuvent donner
licw a des trajectoires du genre indiqué dans le paragraphe
précédent?

Ces lrajectoires sont caraclérisées par le fait que le centre de
force est un pointasymptote de ces courbes, le ravon de courbure p
tendant vers zéro en méme lemps que le rayon po|aire r.

Pour traiter ce probléme nous allons utiliser deux formules
indiquées par les mathématiciens Resal (Comptes rendus, . X,
p- 769) ct Siacci (Comptes rendus, 1. LXXXVIHL), savoir :

m e3r

; .
(2) l":-—'—\——o—, F =—mK °I""

y h

m désignant la masse, K la conslante des aires, ¢ la vitesse, 1 le
rayon polaire, 5 lc rayon de courbure, p la distance du centre de
la force a la tangente de la trajectoire et F lintensité de la force;
la deuxi¢me formule n’est qu'une conséquence immédiate de la
premiére et de la formule classique py = K.
La relation évidente ()
p=rsnw
nous permet d'écrive la formule (2) comme suit :

3) =—mK? !

—_— .
grisindo;

Nous allons nous borner au cas ot la force F dépend de la seule

(') Dans cette formule. Fangle o est choisi inféricur a deux angles droits.
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distance da mobile au centre de force et nous remarquerons que
la formale (3) nous permet de conclure que les lois de forces cen-
trales, fonctions de la seule distance 7 du mobile au centre, qui
répondent au probléme ci-dessus posé, sont de la forme suivante :

—mu

F= o (n>2),

I'exposant n étant plus grand que deux.
Citons comme exemple la spirale logarithmique

= e,
qui admet le péle comme point asymplote et que décrit un mobile
sollicité par une force centrale dont I'expression est

1
F=-—Ill(l+ 11.2)[\’;"!

m désignant la masse et K la constante des aires. Celle trajectoire
correspond aux conditions initiales

0p=o, ro=1, vo= Ky 1+ p2.

Le rayon ‘de courbure p tend, en eflet, vers zéro, lorsque le
point de la courbe s’approche indéfiniment du point asymptote,
qui coincide ici avec le centre de force.

3. D’une fagon générale, si la force centrale est donnée par la
formule

« élanl une conslante, nous aurons, pour le rayon de courbure
d’une trajectoire quelconque, la formule suivante :

rq—2

~tsime’
) désignant une constante et w l'angle défini au n°® 2. Nous en
déduisons I'inégalité
(€)) p 2| N|r-2,

le symbole | 2| désignant la valeur absoluc de la constante 2.



— 258 —

Cette indgalité nous conduit a plusieurs corollaires :

~a. Si g>2, le rayon o de courbure tend vers l'infini
lorsque r crolt indéfiniment sur une branche infinie, s'il en
existe.

b. 8¢ g<<a, le rayon de courbure o tend vers Uinfind,
lorsque la distance polaire r tend vers séro sur une branche
de la trajectoire s'approchant indéfiniment du centre de la
Jorce, s'il existe une telle branche.

En ce qui concerne la détermination de la constante 1}, elle se
fait immédiatement par les formules du paragraphe précédent;
nous avons

mK?

a

A=—

b4

et nous voyons qu’elle s’exprime au moyen de la masse du point
mobile, de la conslante des aires et du coefficient d’atiraction o.

Si nous supposons que, sur une lrajectoire, la vitesse reste infé-
ricure & une certaine limite b, la formule

pr=K
nous permet d’établir aussi une limite supérieure du rayon de
courbure de la trajectoire; nous avons en eflet, d'une part,

_ K f b3
P/‘Z': I“—;<K]’

et, d’autre part,

mK?2 r7+1t
p=—— p";
d’ott résulte
mK?| b3 -
N i | R
ou encore
- mb3 mb3
(3) 0 < —|ra+1, p < Lri+, L= .
2 ak

Les inégalités (4) et (5) présentent un intérét particulier pour
les trajecloires ayant des points a 'infini ou des branches s’appro-
chant indéfiniment du centre d’attraction, puisqu’elles nous ren-
seignent sur la maniére dont le rayon de courburc » varie avec r
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sur une branche allant a 'infini ou sur une branche s’approchant
indéfiniment du centre d'attraction.

L’existence de trajectoires ayant des branches non fermées est
assurée dans les cas ¢ 7% 2 et ¢ 2—1 par un célébre théoréme de
Bertrand, d’aprés lequel les seules lois de force qui donnent lieu
a des trajectoires fermées, quelles que soient les conditions ini-
Liales, correspondent aux valeurs g =2 et ¢ = —1.

Les inégalités

|M|r1-2Sp < Lpa+t

fournissent, en général, des limites d’une précision remarquable
pour la grandeur du rayon de courbure d’une trajecloire et, en
particulier, pour I'ordre d’infinitude et 'ordre infinitésimal dans
les cas ou le rayon de courbure tend vers linfini ou vers zéro
sur des branches allant a 'infini ou s’approchant indéliniment du
centre de force.



