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SUR LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES;

PAR M. J. LE Roux.

1. Pour exprimer qu'un système d'équations linéaires est incom-
patible ou indéterminé, il suffit décrire que les équations homo-
gènes, obtenues en négligeant dans ce système les termes indépen-
dants des inconnues, admettent des solutions non nulles.

Cette remarque si simple et si évidente permet de former les
équations caractéristiques des systèmes généraux d'équations aux
dérivées partielles.

Considérons un système S quelconque, à n variables indépen-
dantes X i , x^ .. ., x,^ et p fonctions inconnues u\, u^ . . ., Up.
Nous supposerons simplement que le système ait été mis sous
forme complètement inlégrable par des différentiations et des éli-
minations successives.

Si les équations ne sont pas linéaires par rapport aux dérivées
de l'ordre le plus élevé /\- de chacune des fonctions inconnues M/,
nous raisonnerons sur le système auxiliaire de M. Darboux, qui
présente, au point de vue de l'indétermination, les mêmes carac-
tères que le système S, et qui est toujours linéaire et homogène.

Pour déterminer les valeurs que prennent en un point les fonc-
tions u et leurs dérivées, il faut joindre aux équations du sys-
tème S les équations additionnelles qui se déduisent de la consi-
dération des fonctions initiales.

Supposons qu'on ait calculé pour u\ toutes les dérivées d'ordre
inférieur à r<, pour u^ les dérivées d'ordre inférieur à /'2, etc. Il
s'agit de calculer les dérivées des ordres r<, ^2, ... des fonc-
tions 1^1 , ^2, ....

Les équations additionnelles peuvent se mettre sous une forme
que nous allons indiquer, en supposant d'abord que les fonctions
initiales soient des fonctions arbitrairement données sur une va-
riété A à n — i dimensions.

Soit Vi une dérivée d'ordre ri— i de la fonction m. On formera
la différentielle

àvi , àvi , àvi
dv == —- dx\ -+- -T— aa?2 4-... 4- -r— dxn-

àxi àx^ àxn
xxxvi. 9
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Celle différentielle a, au poini considéré, une valeur déterminée
quand dx^ dx^ . . ., dx^ sont les composantes d'un déplacement
infini tésimal sur la variété A, c'est-à-dire quand on a entre les
quantités dxi une relation de la forme

(1) /ii dx\ -+- hî dx<î 4-.. . 4- hfi, dxn, •== o.

Si les équations ainsi formées, jointes à celles qu'on déduit du
système (S), constituent un système incompatible ou indéterminé,
les équations linéaires et homogènes

/ \ j ^i j ^vi i àvi ,
(2) rf('••=^<fe••+^(te2+•••+5î:A•»=o-

dans lesquelles les coefficients dxi sont liés par la relation (i),
admet tent des solutions non nulles, et ces solu t ions vérifient les
équations linéaires et homogènes qu'on déduit du système (S)
quand on y néglige les termes qui ne contiennent pas les dérivées
de l'ordre le plus élevé de chacune des fonctions inconnues.

Observons maintenant que les premiers membres des équa-
tions (i) et (2) linéaires et homogènes par rapport aux. différen-
tielles dxk s'annulent pour les mêmes valeurs de ces différentielles.
Nous pouvons en conclure que les coefficients sont proportionnels.

La différentielle driui qu'on formerait avec les valeurs des déri-
vées satisfaisant aux équations de la forme (2) se réduirait donc,
à un facteur près, à une puissance du premier membre de l'équa-
tion (i) :

( 3 ) dri u.i == \i( hi dxt 4- hî dx^ -4-... 4- hn dxn Y1'

Remplaçons dans les équations du système (S), réduites, comme
nous l'avons indiqué, à leurs termes de l'ordre le plus élevé, les
dérivées d'ordre r/ de Ui par les valeurs qu'on déduit des iden-
tités (3). Les résultats obtenus sont linéaires et homogènes par
rapport aux multiplicateurs \i.

L'élimination des multiplicateurs n'est pas toujours possible
dans les systèmes où il existe plusieurs fonctions inconnues.
Quand elle est possible, elle donne les conditions auxquelles
doivent satisfaire les coefficients h^ h^y . . ., A,, de l'équation ( i)
pour que le problème de Cauchy se présente sous forme indéter-
minée. Ce sont les équations caractéristiques.
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On verra facilement que la méthode de M. Hadamard (<), quand
elle est applicable, donne exactement les mêmes résultats.

2. Appliquons notre méthode aux équations de la déformation
des surfaces, exemple traité par M. Hadamard. Le système à ré-
soudre, prolongé jusqu'au second ordre pour le ramènera la forme
complètement intégrable, est de la forme

(4)

/àxy /ày\W^W
àx àx ày ày
au, àv au ~àv
/àxY (ày\(̂ MI)
'̂ j.i àx àïx
2^'àu 'àu^ ==

^ àx à^x
^L au au àv
^ àx àtx
JLàu Tv^ ==

r̂i àx àîx
Zd'àv 'au2 ==

^ àx à^x
Z^ôv àuàv
^ki àx à^x
2^~àv ~àv* ==

^ ^àîx à^x
^[^ 'àv1 ~

2 /àzV
•^W-

f àz àz
au àv
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"-W =

i àE.
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y,
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(

1 à^E
2 ^2"

Le calcul des dérivées premières ne donne pas d'équations carac-
téristiques; celui des dérivées secondes conduit, après l'élimina-
tion des multiplicateurs, à l'équation caractéristique

)

àx àx à^x ,^x . y-x
au àç "àu^^à^ ^àuàv
ày ^ kA+h^ ^hk^yau àv K à^ +h à^ ^hkàuàv
as as àtsi à^z à' s
au ^ k àu^^à^ ^àaàv

—— 0,

( 1 ) HADAMARD, Bulletin de la Société mathématique, t. XXXIV, p. ^.



— m —
en supposant l'équation entre les différentielles du et dv, analogue
à Inéquation (i), mise sous la forme

(6) h du -+- k dv == o.

L'élimination de h et /rentre les deux équations (5) et (6) donne
immédiatement l'équation des lignes asymptotiques sous la forme
habituelle.

3. Les équations caractéristiques en Ai, As, ... peuvent êlœ
considérées comme définissant tangenliellement des variétés algé-
briques dans l'espace à n dimensions homogènes. Les méthodes
ordinaires permettent de passer des équations tangentielles aux
équations ponctuelles, homogènes par rapport aux différen-
tielles dx^ (fx.i^ .... Ces équations aux différentielles sont véri-
fiées par les bicaractéristiques de M. Hadamard.

Dans le cas des équations aux dérivées partielles linéaires, les
équations caractéristiques exprimées en variables tangentielles
peuvent être assimilées à des équations aux dérivées partielles du
premier ordre. Il serait intéressant d'examiner si ces équations
forment un sjstème intégrable. Le fait est assez vraisemblable, si
l'on réfléchit au rôle que jouent dans l'intégration d'une équation
unique les intégrales complètes de l'équation caractéristique (1) .

4. Il existe une généralisation immédiate des équations caracté-
ristiques, à laquelle on se trouve conduit en supposant que les
fonctions initiales soient données sur des variétés à moins de
n — i dimensions.

Les différentielles dxi sont alors liées par plusieurs relations de
la forme (i). Supposons qu'il en existe k :

P I = = O , PÎ==O, ..., PA==O,

en posant
Pj = h\ j dx^ 4- ASJ dx^ -t-... -+- hnj dxn.

Un raisonnement semblable à celui dont nous avons fait usage
dans le premier cas nous montre que la différentielle driUi est

( * ) Voir Journal de Mat/i., 5e série, t. VI, p. 387.
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alors une fonction homogène d'ordre /'/des formes P<, Pa, . . ., P^.
L'élimination des coefficients de ces formes, si elle est possible,
donnera les équations caractéristiques généralisées.

On peut avoir encore à considérer des cas où les fonctions ini-
tiales seraient définies d'une manière différente pour chaque fonc-
tion inconnue. Notre méthode s'appliquerait aussi à ces cas très
généraux.


