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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE D'UN THEOREME DE WEIERSTRASS;

Par M. E. Goursar.

1. Le théoréme dont il sagit, qui est aujourd’hui classique,
s’énonce ainsi : S¢ F(zy, Za,...,2p, y) est une série entiére
en Ty, Ty ..., Tp, ¥, convergente tant que les modules des
variables restent plus petits que des nombres positifs ry, ry, ...,
rp, 0, et st le développement de F(o,o0,...,0,y) commence par

)
un terme de degré nen y (n>o), on a identiquement

F(z’, Lay o0y zl,,}')

'
) =(yrt+ay1yt—t+...+ Ay +an)®(x, ..., 2, ¥),

@y, y, ..., a, élant des séries entiéres en x,, ..., xp, qui s’an-
nulent pour z,=zy=...=zp=o0, et ® une série entiére en
Zyy Tay « .y Tpy ¥, avec un terme constant différent de zéro.

On rouve la démonstration de ce théoréme, que Weierstrass
donnait dans son enseignement depuis 1860, dans le Tome II des
Mathematische Werke von Karl Weierstrass (p. 133). On peut
aussi le déduire des théorémes généraux de Cauchy (). Ces deux
démonstrations font appel a des notions assez élevées de la théorie
des fonclions analytiques, landis que le théoréme est en lui-
méme d’'une nature élémentaive. La démonstration ci-dessous ne
s'appuie que sur les propriélés les plus simples des séries
enticres.

2. Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Lemme. — Soit F(y) une série entiére

(1) F(y)=A+Ay+...+ Ay pyi+.. .,

(') Voir le Traite d’Analyse de M. Picard (t. 1I, 2¢ édition, p. 263) ou lec
Tome Il de mon Cours d’Analyse (p. 284).
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dont les coefficients sont des nombres réels et positifs, et qui
est convergente pourvu qu'on ait | y | Sp, le nombre o étant lui-
méme positif.

Imaginons qu’on remplace dans cette série y*, y=*!, yr+2, ...
par les polynomes de degré (n—1) en y qu’on déduit de la
relation

(2) Rz o W Y et Pag YR,

Ol Moy Pty -+ vy Pn sont des paramétres. Le résultat de la
substitution est un polynome de degré n—1 en y, dont les
coefficients sont des séries entiéres en po, fhy, .-, Yn_y qui ont
des rayons de convergence différents de zéro.

De I’équation (2) on déduit, en eflet,
(3) YUEP = P yP 4y YPH AL gy YR

si 'on pose pour un moment y™=uy,, on a une relation de ré-
currence

(4) Un+p= Polp—+ PyUpti—+...~+ fp—t1Upn+p-1 (p=o0,1,2...)

permettant d’exprimer uu, Upqry -+) Unyp, ... au moyen de u,,
Uyy ooy Up_y. Soit

(3) Un+p= QP+ ¢fuy+...4+¢h_ upy

la formule qui donne wnyp en fonction de wo, wy,y ..., Un_y; il est
clair que o}, of, ..., oF_, sont des polynomes en o, [y, ..., oy
dont tous les coefficients sont des nombres entiers positifs.

Il suffit de remplacer dans celte relation u; par y pour avoir
I'expression générale de y"+? au moyen de y, y2, ..., y" '

(6) yrP=¢b+oly +...4+¢b  yr-t.

n—1

En remplagant y”, y#+!, 922 par leurs expressions dans la
série donnée F (y), on obtient un polynome de degré (n —1) eny
dont les coeflicients sont des séries enliéres par rapport aux para-
métres [y, k1, -.., Pn_1, lous les coefficients de ces séries étant
des nombres positifs. Pour prouver que ces séries ont des rayons
de convergence non nuls, il suffit de montrer qu'elles sont con-
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vergentes quand on prend pour o, @y, ..., ey des valeurs posi-
tives inférieures & un nombre positif 7 convenablement choisi.

Soient r,, ry, ..., rs les racines supposées distinctes de
I'équation

() PR= o4 ... Py P

la solution générale de la relation de récurrence (4) est, comme il
est bien connu,

Um=Cy(ry)m—+ Cy(ry)m+...+ Cp(rp)m,

Cy. Cy, ..., G, étant des coefficients arbitraires. Pour en déduire
I'expression générale de y™ en fonction de y°, y, y3%, ..., "',
il suffira de choisir les n coefficients C,, C,, ..., C, de fagon
qu'on ait

=1, w=y, uy= y?, ceey Up—y=yr-t,
et 'on obtient finalement
ymr=Py)yrtt+Pu(y)ri+...+ Pu(y)ri (m=o0,1,9,...),

(), P2(y)y --+y Pa(y) értant des polynomes de degré (n — 1)
a coeflicients constants. En remplagant toutes les puissances de y
par les expressions correspondantes dans la série F(y), le résultat
de cette substitution est un polynome de degré (n —1)

F(ri)Pu(y)+F(ry)Po(y)+...+ F(ra)Pu(y).

Les coeflicients de ce polynome seront représentés par des
séries convergentes, pourva que ||, [72]y ..., | 7| soient infé-
rieurs 4 0. Or, lorsque les paraméires po, iy ..., tn_ tendent
vers zéro, les n racines de I'équation (7) tendent aussi vers zéro.
Soit r un nombre positif tel que les modules des n racines r,,
Iay « ..y Ip soient inférieurs a o lorsque les modules de p,, w4, ...,
#a_s sont plus petits que r. Si Pon prend pour o, py .oy Pns
des nombres posilils inférieurs & 1, on voit que les séries entiéres
€n o, iy ---y fa_es qu'on obtlient par la substitution précé-
dente daus la série (1), seront convergentes. C. Q. F. D.

Si P’équation (7) avait une racine multiple r(, dans I'expression
générale de y™, il entrerait des lermes en m 1’y m? 1", ..., mais
la conclusion ne serait pas modifiée.
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Il est possible de généraliser ce résultat. Considérons une
série entiére & p + 1 variables F(z,, 4, ..., zp, ), admeltant
des rayons de convergence diflérents de zéro. Si I'on -effectue
les mémes substitutions que dans le cas particulier précédent,
on obtient encore un polynome de degré (n —1) en y dont les
coefficients sont des séries enliéres en z,, 3, ..., Zp; Mo,
Bis -y Mn_y, €t tous les coefficients de ccs séries se déduisent
par des additions et des multiplications seulement des coeflicients
dela série F(z,, ..., zp, ¥).

Pour démontrer leur convergence, on peut donc remplacer cetle
série ' par une série majorante telle que

M
S(z), &2y ooy Zp, = — :
1) T2 pY) (,_'f-'>(|——£3 ..-<1—ﬂ)<l'—l)
\ a, a a, g

Or, si 'on effectue dans celte série auxiliaire les mémes substi-
tutions, le coefficient de y7~¢ dans le résultat est égal au produit
du facteur

M
(._f'_‘)...(._ﬂ':‘
ay a,
par le coefficient de "¢ dans le polynome obtenu en effectuant
ces substitutions dans la série

La substitution est donc légitime, quelle que soit la série entiére
F(z, 2y, ..., 2p, ¥), pourvu qu’elle ait des rayons de convergence
diflérents de zéro, ct que les modules de o, 1y - -y Pu_y soient
suffisamment petits.

Si o, 4y +-+y Pn_s sont remplacés par des séries entiéres en )y,
Y2y -++y ¥qy S'annulant pour yy =y,=...=y,= o, et admetlant
des rayons de convergence non nuls, on sait, d’aprés les pro-
priétés générales des séries enliéres, qu’on pourra aussi ordonner
le résultat suivant les puissancesde z,, Za, ..., Tp, Y1, Y2y -+ Vq-
On peut d’ailleurs supposer que quelques-unes des variables y,
sont comprises parmi les variables &y, rs, ..., rp.
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3. Considérons maintenant I'équation
(8) yr=0o(Z 1,2y -y Tp) +YP1+...=yroy—4 yi+iop g +.. .,

dont le second membre est une série enliére en z,, Ty, ..., Zp, ¥,
admellant des rayons de convergence différents de zéro, qu’on
écrit en I'ordonnant par rapport aux puissances croissantes de y.
On suppose, de plus, que les (n +1) fouctions ¢y, 9, ..., ¢,
sont nulles pour z,=z,=...=xp=o0. Dans ces conditions,
cherchons a déterminer n coefficients w,, u,, ..., t, ., tels qu’en
posant

(9) Y=+ Wy 4. Up Y,

puis en remplagant yn, yrti yut2 . par leurs expressions an
moyen de Ug, Uyy ..oy Un_ys ¥y ..., """ déduites de la relation (g),
dans les deux membres de I'équation (8), on obtienne deux poly-
nomes de degré (n —1) en y dont les coefficients soient iden-
tiques.

De la relation (g) on déduit successivement

Yl =wy Y U Yy
Y = ue Uy Y A U3 Y+,

P I T I I B R I 3

YUt = g yn—t+. ..,

les termes non écrits étant au moins du second degré par rapport
3 Uy Uyy «ooy Up_y; quant a y2#, y2uttils s’expriment par
des polynomes dont les coeflicients sont au moins du second
degré par rapport a ug, Uy, ..., Uy_,. Ensubstituant dans les deux
membres de I'équation (g), on a, pour déterminer u,, u, ...,
Un_y1, les n équations

Uy =Qo+ UpPn—+-...,

u =01+ U Op+ Ug® “+...
(10) 1 21 19n+ Uo@n+1 )

I R R R R R R I I I A Y

Up—y = Qp—y+ Up—1Pn+ Un—3Pn+1-+. ..+ UgPan—1t+ ..y

les termes non écrils élant des séries enliéres en g, Uy, ..., Upy_y,
dont tous les termes sont au moins du second degré en u,,
Uyy «ovy Uy_y- A ce systéme (10) on peut appliquer le théoréme
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général sur les fonctions implicites (). Pour z,=...=z,=o,
ce systéme admet les solutions ug=o, ..., u,_, = o, et la valeur
correspondante du déterminant fonctionnel est égale a 'unité. On
en déduira donc pour u,. Uy, ..., #,_, des séries entiéres ordon-
nées suivant les puissances de z,, z,, ..., Zp, s’annulant pour
Zy=xy=...= zp,= 0, el salisflaisant formellement anx équa-
tions (10).

Ces séries sont convergentes pourva que les modules des va-
riables z; soient plus petits qu’un nombre posilif p choisi conve-
nablement. En eflet, il résulte des lemmes précédents que les
seconds membres des équations (10) sont des séries entiéres en z,,
Ty oooy Tpy Ugy Uy, « oy Un_y, qui admetlent des rayons de conver-
gence différents de zéro. 1l en sera donc de méme, d’apreés le théo-
réme général sur les fonclions implicites, des séries entiéres
Uo(Zyy Tay ooy Zp)y vy Un_y(Zyy T2y ..., Zp), oblenues par la
résolution formelle des équations (10).

La démonstration du théoréme de Weierstrass est maintenant
bien facile. Soit

(11) F(zy,2e, ..., Zp,¥) =0

une équation donl le premier membre est une série entiére en xy,

Zy, ..., Zp, ¥, avec des rayons de convergence différents de zéro,
telle gu’on ait

F(0,0,...,0, ) =Apyr+ Appqyn+i+...,

le coefficient A, étant différent de zéro. En divisant par ce
coefficient, I’équation (11) peut se meltre sous la forme (8), ou,
ce qui revient au méme, on peut écrire

(12) F(ay, ey Zpy Y) =)’"—‘?o—?l}’—'---—911}'”"9n+1}"‘+’ veie

Ayant déterminé les séries ug(Zyy coey Zp)y covy Un_y(Zyy .oy Tp)
comme il vient d'étre expliqué, posons

(13) = U U Y H oo Up YN0,

v élant une variable auxiliaire, et remplagons, dans I, y7, y"*,

(') Voir, par exemple, lc Tome I de mon Cours d'Analyse (p. 450).
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y"+2, ... par leurs expressions déduites de la relation (13). Le
résullat de cette substitution est un polynome de degré n — 1 en y,
dont les coefficients sont des séries entiéres en 2y, Z2, ..., Zp, ¥,
admettant des rayons de convergence non nuls,

Qo(x1y oy ®p, 0) +Quy +.. . +Quog yr—t.

D’aprés la facon dont on a déterminé u,, .... u,_,, toutes ces
séries s’annulent pour v = o, quelles que soient z,, y, ..., zp.
On peut donc encore écrire le résultat de cette substitation

v R(zy, 2e, ..., 2p,v),

R érant une série entiére en zy, z,, ..., Zp, ¢ dont les coelficients
sont des polynomes en y de degré n — 1 au plus. Sil’on remplace,
dansvR, v par y?" — uy—u, ¥y —...—u,y_ y""*, celarevient a faire
la substitution inverse de celle qui conduit de F a ¢R. On retom-
bera donc sur la fonction F elle-méme; mais R(zy, 23, ..., 2p, v)
se change en une série entiére en z,, T, ..., Zp, ¥. Par suile, on
a identiquement

F(@y Z1y oo, Zp, ¥)

=(}’"— Ug— Wy “‘--'—un—i}'"_‘)s(zhbxh e Tpy V)

S désignant une série ecntiére en Xy, T3y ...,.Zp, ¥, avec des
rayons de convergence dilférents de zéro. Le coelficient de y”
dans F(o,0,...,0,y) élant égal a 1, il est clair que le terme
constant dans S est égal aussi a 'unité. .

La démonstration précédente montre commentl'on doit calculer
les coefficients a,, aa, ..., @, du polynome de degré n en y qui
figure dans l'identité (I). On les obtient par la résolution d’un
systéme de n équations simultanées de la forme (10); ces équa-
tions permettent de calculer de proche en proche autant de termes
qu’on voudra des développements en séries de ces fonctions.



