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SUR LES QUANTITÉS COMPLEXES ;

PAR M. EDMOND MAILLET.

I. Soient n symboles Ci, ^3» • • • î ^nj o11 unités principales,
qu'on assujettilà cette seule condition : la relation

Xi ei -+-... -+- Xf tC^= o,

où ).i, ..., \n sont des quantités réelles, entraîne \^ ==. . .== )^ === o.
On peut considérer la quantité

h)i == a} Ci •+• a} e^ 4-... -+- af Cn

comme représentant un point Pi (a j , ..., a^1) de l'espace à n di-
mensions ou le vecteur allant de l'origine à ce point : deux
pareils points ne peuvent en effet coïncider que si leurs coordon-
nées coïncident.

Soient alors p pareils points P|, Pa, ..., P^,

(j»t== a} ei -+-...-+- a? en, ..., ti)p== a^t -+-• • •-^ a^n»

et Fensemble des points Q,

û == TUitOi-t-...-+- mpWp-== .riei-+-.. .-4-.r/t^^,

où Wi, ma, ..., fn? prennent toutes les valeurs entières possibles,
positives ou négatives. Par extension du cas ou n= 2, rappellerai
périodes les quantités (Oi , ..., û)^ ; les points Q seront les points-
périodes, Je supposerai que les périodes (ûi, ..., tùp sont indé-
pendantes, c'est-à-dire ne sont liées par aucune relation linéaire
à coefficients entiers; sinon, en effet, on pourrait, pour définir
tous les points Q, remplacer ces périodes par d'autres (*/^, ..., (o^/,
en nombre moindre et indépendantes ( ' ).

Si Fon peut toujours trouver un système de valeurs de w,, .. .,
m? tel qu'un des points Q soit aussi voisin qu'on veut de tout

( l ) JORDAN, Cours imprimé d'Analyse, Paris, Gauthicr-Villars, t. II, i883,
p. 3a5, ou t. II, 2e édition, 1894, p. 3a3.
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pointa, ,.., yn. de ^espace à n dimensions, c^est-à-dire que

(.Pl—yi)'-!-.. '-^(yn—yn)t< e,

si petit que soit e, je dirai que les points Q remplissent ou re-
couvrent tout l'espace. Une propriété analogue pourra avoir lieu
pour une multiplicité plane de cet espace.

Je me propose ici de déterminer les conditions nécessaires et
suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coordonnées des
points P», Pa, ..., Pp pour que les points Q remplissent Fespace
(théorème du § IIl).,Tai déjà indiqué la solution de cette question
pour n == 2 (cas des imaginaires ordinaires) dans l'Intermédiaire
des Mathématiciens (' ).

II. LEMME I. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les points-périodes remplissent tout V espace (au sens indiqué
plus haut)^ c^est qu^on puisse trouver, si petit que soit le
nombre positif a, n systèmes £ f ,£^ , ..., s^o^Ry (y== i, 2, ..., /i)
de valeurs

(1) £^== m\ a} -+-...-+- mfp a?, ..., 6^== m\ aï -+-...-+- m^a^,

dont les modules soient tous plus petits que a, et dont le déter-
minant n9 est pas nul. Ces circonstances ne peuvent d'ailleurs
se présenter que si p > n.

La condition est nécessaire : en effet, si elle n^a plus lieu dès
que a ^ j B ((3 assez petit, mais fixe), n quelconques des systèmes

(2) 6i= /nia}-h.. .-h fripai^ .... £„ == miaï-h..,-}- m^a^,

avec

(3) |e i |<a, ..., |e,,|<a,

sont tels que leur déterminant d est nul. Autrement dit, tous ces
systèmes satisfont à une même relation linéaire ou, si Pon veut,
tous les points Q correspondants sont dans un même plan II. Soit
une droite D qui ne soit pas dans ce plan, et est déterminée par

(1) 1908, p. 197, question 3437. Voir encore, en réponse à cette question, un
résumé de la présente Note dans le même journal, 1909, p. s3.



deux points-périodes Q' et Q" ou Q' et W : û' — û" représente
aussi un point-période de coordonnées s', ..., £^ et Fune de ces
n quantités est ^ (B. Dès lors, soit un point-période Q' dans le
plan n ou dans un plan parallèle ; tout point-période non contenu
dans ce plan est à une dislance ̂  ? de Q', et les points-périodes
ne remplissent pas tout l'espace. Il en résulte en particulier que
si les points-périodes du plan II remplissent ce plan, et si, par
suite, les points-périodes remplissent une série de plans parallèles
nu plan II, tous les points-périodes sont situés dans une série de
plans parallèles à II et équidislants qu^ils remplissent.

Il reste à voir que ta condition est suffisante : si elle a lieu,
et si

Qq-= e?<?i -+-... 4- sîen (q ==r, 2, .... n),

rensemble des points

(4) MiO,-4-...-hM/,û^,

où M^, ..., M,, prennent toutes les valeurs entières possibles,
forme dans Pespace complexe à n dimensions les sommets d^un

système de parallélépipèdes dont les côtés y^Ï)2 + • • - + (£/^)2

sont aussi petits qu^on veut, ce qui suffit à élablir la propriété
géométriquement au moins pour /i$3. Analytiquement, soient le
point

y\e^...-^ yne^
et la différence

Miûi-+-...-4- M,,Û,i—(yi<îi-4-.,.-+-yn<?rt)
== ^l(MlÊ ll-+-...•+-M„£Î—yl)-+-...-^-^(Ml£, l,-^-...-^-M/leï—yn)î

on peut trouver n quantités N(, ..., N» telles que

Ni£}-^...4-N»ÊÏ—yi==o, ..., Ni£A-»-...+N»eî—^==o,

puisque le déterminant des e9 est •y^. o. Si Fon prend alors pour
M,,..., M^les entiers positifs ou négatifs les plus voisins deN^,...,
N^ respectivement, on a

|Mi£^-h.. .+M,^—^|= j ( M i - N i ) £ ^ 4 - . . . - 4 - ( M , , — N ^ ) £ 5 | < n a ,

et, par suitCy les points (4) remplissent tout l'espace.
Il y a toutefois à vérifier que, si les points-périodes remplissent

tout l'espace, p > n.
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Quand /?<^/z, il est bien évident que les quantités (i) sont
liées, quel que soit y, par une même relation linéaire. Quand/? === n^
la même circonstance se présente si le déterminant A des a7 est
nul. Si ce déterminant est -^- o, les points Q forment les sommets
de parallélépipèdes des périodes dont les côtés sont finis ; ces som-
mets ne remplissent donc pas tout l'espace. On peut le vérifier
analjtiquement : les différences des coordonnées de deux sommets
distincts sont alors de la forme (i), et si \z\ [, ..., j s ^ ] , qui ne sont
pas tous nuls, pouvaient être à la fois << a, les équations (i) per-
mettraient de tirer m^, ..., m\ entiers et non tous nuls, en fonc-
tion linéaire et homogène à coefficients fixes de £^, .. ., £J^, ce qui
conduit à un résultat absurde.

LEMME II. — On peut toujours trouver une infinité de sys-
tèmes d'entiers m » , ..., m^^rris non tous nuls (s == / i4-1, .. .^o"/))
tels que les quantités

(5) Ei===7nia}-4-...-+-m^a^-+-w,aJ, ..., e,i ==miaï-+-...4-m^-i-w,a^

aient leurs modules << a, si petit que soit le nombre fixe posi-
tif OL, sans être identiquement nulles.

Le raisonnement n^est qu'une extension du raisonnement ana-
logue ^)our le cas où n == 2, sans modification essentielle (1 ). Je ne
le reproduis pas.

Ici d^ailleurs, lorsque le déterminant des a], .... a^ est 72^0, et
que |£( |, ..., |Ê^| sont tous <; a sans être tous nuis, on doit sup-
poser ms ~^- o; en effet, sim.y== o quand a est très petit, les [e , [, ...,
[e,,| ne peuvent avoir leur module très petit sans que les entiers
m^, ..., mn soient nuls : par suite £ 1 , . . . ,£„ seraient nuls.

III. Soient le Tableau

(6)
• • • i " p î

• • i • • • i • • »
aV, ..., a"

à n lignes elp colonnes ( p > /?), le déterminant
aï ... a1

A ==
a1 ... a

( 1 ) JORDAN, IOC. Cit.
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et A^ ce que devient A quand on y remplace lo î^"8 colonne par
layièmc du Tableau (6).

Si tous les déterminants à n lignes elpcolonnes du Tableau (6)
sont nuls, il existe une même relation linéaire homogène entre les
coordonnées o^l, ..., a^ des points (o,.(r===i, 2, ...,/?); tous les
points-périodes Q ou Q satisfont à cette relation, c^est-à-dire sont
dans un même plan : ces peints ne remplissent donc pas tout Fes-
pace.

Je vais maintenant établir cette propriété qui est le but de la
présente Note ;

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les points-périodes Û ne remplissent pas tout lîespace à n di-
mensions, c^est, ou bien que tous les déterminants d'ordre n du
Tableau (6) soient nuls, ou bien si Vun d'eux, A par exemple,
est 7^ o, qu^il existe entre A et les A ^ p — n relations

(7) Ci^4-...-+-CnA;==C,A ( ^ = = 7 1 4 - 1 , Tl-4-2, ...,/?),

à coefficients rationnels {oUy si l^on veut^ entiers), Ci, ...,
Cn, Cs non tous nuls.

Diaprés ce qui précède, il ne reste à traiter que le cas où A -yé. o.
Les équations (i), où Fon supprime l'indice y, donnent, si on

les résout par rapport à m^, ..., m^

Awi ==711 ~(7n,,+l^+14-w„+2Ay+2•-+-...--^-/npAÇ),
(8) .................................................

AW^==ÎI/»— (m^iA^* -+-... 4- WpAg),
OÙ

(9) 7i,==8^-4-...4-8?e^
(10) ^ ==8jla^4-...+8?a?,

étant le développement du déterminant A suivant les éléments de
la /<ièœe colonne» De même,

(n) A=8îaî-+-...-+-S;a{,

est le développement de A suivant les éléments de la /•ièjne ligne.
Les égalités (9) et (i i) donnent réciproquement

(12) A£i=a}Tii4-...4-air^ ..., A£^== 0^1 4-. . .4- v.ï'^n,
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puisque ^y.\ -+-... 4- S^a^ == o pour /•^^. II en résulte que, si
Von a

( 1 3 ) |ei|, ..., \£n\ tous <a,

IT^I,..., |'/^[ sont lous<a' (a et a' étant simultanément aussi
petits qu'on veut); et réciproquement.

Je dis que la condition énoncée au théorème est suffisante. En
effet, si elle a lieu, j'additionne les égalités (8) multipliées respec-
tivement par C<, ..., Cn (Ci, ..., Cp étant choisis entiers) :

A(Cimi -+-... -^-Cn^n)

== Ci^ -4-. . .-+- Cn^n- W^i(CiAÏ+l -h. . .+ C^A^1 ) —. . .

-m/,(CiAÎ -+-... -+-CnAg),

et, d'après (^),

( 1 4 ) A(Ci/7li+...-4-C^7n^-+-C^-n/7l,^i-h...-+-C^w^)=Cir,i-h...+CrtTln.

D'après (8) et (12), on n'a pas simultanément m^ ..., w^, ...,
m? nuls sans que "y^, ..., y^, £ , , . . . , e^ soient nuls. Si l'on sup-
pose que (i3) a l ieu, s,, . . . , £ „ n'étant pas tous nuls, dans le pre-
mier membre de ( i 4 ) < ïa parenthèse est alors un nombre entier; le
second membre a son module aussi petit qu'on veut , quand a est
assez petit, et l'on doit avoir

G, r,i-+-...-»- C,,y^==o,

ou encore, d'après (9),

Cl(5j6l-^-...-^Sîe„)-^-...-^-C„(8, l,£l4-...4-8S£„)=o,

ou

(15) ei(Ci5î-+-...4-C^i)+...-h£,(Ci5.Ï4-...4-C^8g)=o.

D'après (7), Ci, ..., G/a ne sont pas tous nuls, puisque A ^ o ;
alors les coefficients de £ ( , ..., £„ dans (i5) ne sont pas non plus
tous nuls, puisque le déterminant des quantités S}, . . . ,S^, . . . ,3^
n'est pas nul, d'après (9) et (12). Les points (s,, ...,.£„) satisfai-
sant à (i3) sont dans un même plan, et la condition du théorème
est bien suffisante, d'après le lemme 1 et sa démonstration.

Il reste à prouver que la condition énoncée au théorème est né-
cessaire. Je suppose donc que les £,, ..., s,, satisfaisant à ( i3) et
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non tous nais soient tous liés, cTaprès le lemme I, par une même
relation linéaire,

(16) Aiet-+-...4-A,^= o.

Diaprés (12),

(Ai a} -h...-+- A^a^i-h.. .-h (Ai a;, -+-.. .4- A»a;;)Ti,,== o,

et, si

Ei== Aiai.-4-.. .-4-A^ay, ..., E/»== Aia;,4-.. .-h A,ia;;,

E<, ..., E,, ne sont pas tous nuls, puisque A ̂  o, et

(»7) Ei7]i+...-hErtT^==-o.

Si l'on substitue les valeurs de Y^ , ..., Y^ tirées de (8), et si Von
pose

(18) H,=E^-h...-+-E^

on a

(19) A(Ei/ni^-...-4-E,,m^)-+-w^-nH^i -+-...-+- w/,Hp== o.

Je considère l^ensemble des relations (19) pour les points-pé-
riodes satisfaisant à (i3) : d'abord il n'y a pas/? de ces points tels
que le déterminant des nombres m^ .... m? correspondants
soit 7^0, puisque E(, ..., E/? ne sont pas tous nuls. Je suppose
qu'on puisse en trouver p — A' et non p — A 4- i (Â'^i), tels que
les déterminants d^ordre p — k du Tableau de leurs coefficients
m^ ..., m? ne soient pas tous nuls. Si Fon prend arbitrairement
k— i autres de ces points, et un yy10"18 qu'on laisse indéterminé,
les p — k premières des équations

(20) x\ m}-+-.. .4- Xpîn^-== o, ..., x\ m^ -+-... -h ,TpW^=: o,

dont les coefficients sont les valeurs corrélatives de m<, .... m?
pour ces /? points, pourront se résoudre par rapport à p — k (k^ i)
des quantités x\^ ..., *r^, les autres restant arbitraires, et ces va-
leurs de ̂ i, ..., Xp seront solutions des p équations : p—A'des
quantités^!, ..., Xp s^expriment en fonction linéaire homogène
des k autres. Donnant à ces k quantités des valeurs rationnelles
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non toutes nulles, x\, ..., Xp sont rationnels et ne dépendent que
des p—k premiers points-périodes; la dernière équation (20)
montre alors qu^il existe, entre les coefficients m^, ..., m? de
tous les points-périodes satisfaisant à (i3), au moins une même
relation linéaire homogène à coefficients rationnels non tous nuls,
par suite une relation analogue à coefficients entiers non tous
nuls

( 2 1 ) Bi/ni-t-...-+- B,,Wp= o.

Si Fon y substitue les valeurs de m,, ..., m/, tirées de (8),
on a

A(B^-+.i/n^4-i-+-...-}-B^w^)-+- Bi ( 7,1--w^+i A?4 -1—...—/UpAy )•+...
-4- Bn(^n- w^iA;^1—...- mp^,) = o,

ou

(22) B^i4-...-4-B^Ti^== w,̂ i (BiA^i-+-...-4-B^AS+i—B^i A)-+-...
-h my (B,A? -+-...-+-B,»Ai; — B/, A).

Je prends pour le point-période un de ceux pour lesquels,
diaprés le lemme II, (i3) ayant lieu, les m,,̂ .<, ..., m? sont tous
nuls, sauf m,. Pour ce point,

Biï)i4-...-+-B^7]n==w,(Bi Aï-+-.. .+BnAî,-B,A).

Le premier membre ayant son module aussi petit q^on veut, et
m, étant entier 7^ ck, il faut

BiA^-4-. . .-+- B,»A^—.B,A ==o ( î= /1-+-I, . . . ,/?).

Ces relations sont de la forme (7), et, d'après (22), on a

BI Tii-h...-h B,̂  ,»==(>,

où B,, . . . , B,, ne sont pas tous nuls, puisque A 7^ o, sans quoi
tous les Bj et B,, ..., B,< seraient nuls, contrairement à ce qu^on
a vu. c. o. F. D.


