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SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES ‘EQUATIONS INTEGRALES ;

Par M. E. Goursar.

1. Le théoréme capital dans la théorie moderne des équations
intégrales est dd, comme I’on sait, 4 M. Fredholm, qui a démontré
que la solution ¢(z’) de I'équation

3
(1) ?(.z)=f(z')+)\f K(z,s)¢(s)ds,

considérée comme fonction du paramétre A, est une fonction mé-
romorphe de ce paramétre. Dans le Mémoire de M. Fredholm, ce
théoréme apparait comme un résultat de calcul. Il nous est aujour-
d’hut bien facile, grice a 'une des ingénieuses méthodes de M. E.
Schmidt, de mettre ce point en évidence presque sans aucun cal-
cul. La démonstration qu’on va lire offre quelque analogie
avec la démonstration classique, fondée sur le théoréme d’addition,

par laquelle on démontre que les intégrales de I'équation diffé-
rentielle

(F) =a—ra—ky

sont des fonctions méromorphes dans tout le plan.

Supposons, pour fixer les idées, le noyau K (z, y) continu ; on
satisfait formellement a I'équation (1) en posant

b
(2) #(@) =f@) +1 [ T(a,552) f(s) ds,
T'(z, s;)\) étant la fonction résolvante pour le noyau K(z, y):

(3) T(z,7;)) =K(2,y)+AKD (2, 5) +...+ ML KW (2, y) +...;

K@ (z,y), ..., K@ (z,y), ... sont les noyaux qu’on déduit de
K (2, y) par des itérations successives (*). La série (3) est certai-

() Voir mon Mémoire, Recherches sur les égquations intégrales linéaires
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1908, p. 1-g8).
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nement convergente pourvu que le module de \ soit assez petit, et,
pour ces valeurs de A, la formule (2) donne explicitement la solu-
tion ¢(z) de I'équation (1). On voit donc que ¢(z), considérée
comme fonction du paramétre A, est une fonction analytique de
ce paramétre, réguliére dans le domaine de Uorigine.

Soit maintenant R un nombre positif quelconque ; désignons
par Cy le cercle de rayon R décrit de I'origine comme centre dans
le plan de la variable A. Nous nous proposons de démontrer que la
fonction analytique ¢ (z) précédente, considérée comme fonction
de A, est méromorphe dans ce cercle Cy.

Cela est évident si le noyau K(z, y) est de la forme particu-

liére
K(z, ) =Xy Yi+...+X,Y,,

Xy ...y X, étant des fonctions de z, et Y,, ..., Y, des fonc-
tions de y, et plus généralement pour une équation intégrale de

forme plus générale
b

&) e@=fla N+ [ N ap(@2)Bp(s, 1) 9(s) ds,

a p=1

ap(z, X), Bp(z, X), f(z, ) étant des fonctions régulitres de A
dans le cercle Gg. La solation ¢ () de 'équation précédente s’ex -
prime en effet par le quotient de deux fonctions réguliéres du pa-
ramétre A dans ce cercle Cg ().

Pour prouver qu’il en est de méme pour un noyau continu quel-
conque, nous emploierons la méthode de M. Schmidt (2), qui
repose sur les lemmes suivants :

I. Le rayon de convergence de la série (3) est an moins égal
4 —; ou l'on a posé

ﬁ b b
L= f f [K(2, )] dz dy;

on le déduit aisément des inégalités de Schwarz.

(') E. GoursaT, Sur un cas élémentaire de l’équation de Fredholm (Bulle-
tin de la Société mathématique, t. XXXV, 1907, p. 162-173).

() E. Scamipt, Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralglei-
chungen ( Mathematische Annalen, t. LXIV, p. 161-174).
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II. Etant donné un noyau coutinu K(z, ), on peut toujours
trouver n couples de fonctions a,(2), B, () tels qu’on ait

b b n 2
f f [K(z'7.7’)—2°‘p(1‘) 31‘(.7)] dr dy <e,
a « p:l

¢ étant un nombre positif quelconque.
Cela étant, imaginons qu’on ait choisi n couples de fonctions
ap(x), Bp(y) de fagon qu’on ait

b b n 2
(5) f f [K(w)—ﬁz,.(w) {Sp(y)] < g
a a r=t

et posons

K(z,5)=K(z,5) — X, an(2) Bo(2);
p=1
la fonction résolvante T'(z, y; 1), relative au noyau auxiliaire

K(2, y), est une fonction réguliére du paramétre Adans le cercle Cy,
d’apreés le premier lemme de M. Schmidt. Or, I'équation (1) peut
s’écrire

b
(6) ¢(@)=f(z)+1 [ Rz, s)90s)ds
b,
-+ A Eu,,(x)(i,,(s)qa(s)ds,
M I;:l
ou encore
Wb
() ?(w)=f:(w)+7\j K(z,s)o(s)ds,
en posant
20 n
(8) fi@y=f@)+n [ D @) Bpts) ols) ds.
p=t

Mais, si nous supposons qu’on ait |[A| <R, on tire de I'équa-
tion (7)

h_
(9) ¢(@) = fi2)+2 [ T, 60 a0 ds
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et, en remplagant f, () par son expression (8), il vient encore
b n

(10) ¢@)=F@)+X [ N ap(@) Bp(s)o(s)ds

a p=1
b
+)\f T(=,t;)) f(¢) de

/ / I‘(.z-,t 7&)2&,,(0 Bp(s)9(s)dsdt.

Cette derniére intégrale double peut aussi s'écrire

b 5 Ab
EQP(-‘)‘P(S)‘{-‘/ F(w,t;)\)a,,(t)dl
a =1 a
I .
= A2 Eyl,(z,k)p,,(s)?(s)ds,
/q p=1

Yp (2, 1) étant une fonction réguliére de A dans le cercle Cy.
L’équation (10) est donc de la forme

b n
) e@=F@N)+x [N folz, ) Bp(s)9(s) s,

a P=1

F(z, X) et fi(z, \) désignant des fonctions du paramétre A régu-
liéres dans le cercle Cg. C'est donc une équation de la forme (4),
et I'on a observé que, dans ce cas particulier, la solution ¢(z) est
le quotient de deux fonctions de A holomorphes dans Cg, c’est-
a-dire une fonction méromorphe dans ce cercle.

Le rayon R étant un nombre positif quelconque, il s’ensuit
que ¢(z) est une fonction méromorphe de X dans tout le plan.

2. La méthode de M. Schmidt pour la résolution de I'équa-
tion (1) consiste, comme on voit, & décomposer le noyau K(z, y)
en deux noyaux

K(z,7) =K(2,7)+ X, 2p(2) Bo(7),

p=t
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le noyau K(z, ) étant tel que la fonction résolvante correspon-
dante T(z, y; \) soit une fonction holomorphe du paramétre dans

un cercle dont le rayon est supérieur 4 |A|. On a ensuite & ré-
soudre successivement deux équations intégrales, pour I'une des-

quelles le noyau est K(.z', y), tandis que le second noyau est de la
forme spéciale ZX,-, Y.
1

L’étude que j’ai faite des propriétés de la fonction méromorphe
I'(z, y; A) dans le Mémoire déja cité (*) coriduit & une décompo-
sition analogue du probléme, mais non équivalente a celle de
M. Schmidt.

Soit R le module de la valeur donnée de A dans I’équation (1)
qu'il s’agit de résoudre, et soient ¢,, €y, ..., Cn les pdles
de T'(z,y;\) dont le module est inférieur ou au plus égal
a R, h;(z, y) le noyau principal relatif au péle ¢;. Posons

Ki(z,7)= QD (@ y)  Ka(@9) = K(@,7) —Ki(2,7);

i=1

les deux noyaux K, (z, y), Ky (2, y) sont orthogonaux, et, si 'on
ajoute les solutions ¢, (z), 2(z) des deux équations auxiliaires

b

(12) ¢1(2) =f<x>+xf Ki(z,5) 9(s)ds,
ab

(13) ?!(x)=f(z)+)\f Ks(z,s) 9(s) ds,

la somme v (z)=¢,(x)+ 22(x) est la solution cherchée de I'¢-
quation (1). Or le noyau K, (z, y) est de la forme spéciale XY,
tandis que la fonction résolvante I'y(z, y; A) relative au noyau
Ka(z, y) est une fonction holomorphe de A dans un cercle de
rayon supérieur & R. On voit qu’avec cette méthode les deux
équations auxiliaires (12) et (13) sont absolument indépendantes
I'une de I'autre, ce quin’a pas lieu avec le procédé de M. Schmidt.
On peut observer aussi que rien n’empéche de comprendre, parmi

(') Annales de la Faculté de Toulouse, 19o8.
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les poles ¢, ¢, ..., Cm, (quelques-uns de ceux dont le module est
supérieur a R; la seule condition essentielle, c’est que dans cette
suite figurent tous les poles de I'(x, y; A) dont le module ne dé-
passe pas R.

3. Les noyaux de la forme particuliére p(z) ¢(y) S(z, ), ou
S(x, y) est une fonction symétrique de z et de y, se présentent
dans plusieurs questions importantes de Physique mathématique.
Lorsque le produit p(z)g(x) conserve un signe constant, on a
déja démontré de différentes fagons que ces noyaux jouissent des
mémes propriétés que les noyaux symétriques, c’est-a-dire que
tous les poles de I'(z, y; A) sont réels et du premier ordre. On
peut encore le démontrer en s’appuyant sur une relation presque
évidente entre les fonctions fondamentales associées, qui n’a peut-
étre pas été remarquée. Supposons, pour fixer lesidées, que p(x),
q(¥),S(z, y) soient des fonctions continues, ou tout au moins
hornées et intégrables, et soit A; un péle de T'(z, y; X); ¢:(z) étant
une fonction fondamentale correspondant a ce pdle, on a

b
(14) w@ = [ p(@)a(s)S(@,5)puls)ds,

d’oti 'on déduit que ¢;(z) est le produit de p(z) par une autre
fonction bornée =;(z). En posant

¢i(2z) = p(@) mi(x),
Pégalité (14) devient

b
(15) wi(x)=kif p(s)q(s)S(=z,s)m(s)ds.

On est conduit a la méme équation (15) en partant de I’équation
associée

b
(16) q;,-(z):)\,f P(s)g(x)S(s,z)Y:(s)ds,

et en posant Y; () = q(x)m;(z), puisque S(z, s) = S(s, z).
On en conclut que, si ¢; (z) est une solution de l'équa-
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tion (14),
$i(z

p(x)?l(x)

est une solution de Uéquation (16), et réciproquement.

Cela posé, soient Xy, A, deux péles distincts, ¢, (z) et ¢, ()
deux fonctions fondamentales correspondantes. D’aprés la pro-
priété générale d’orthogonalité, on aura

g(2) e1(2) ga()
(17) f @) do =
Supposons qu’il y ait un péle imaginaire A, = o + ‘3\/_———_1, et
soit u(z) + v(x) \/—:; une fonction fondamentale correspondant
ace pole; ala racine conjuguée \y =a — By/— 1 correspond lafonc-
tion fondamentale u(z)—¢(x)y/—1, et larelation (17) devient

bq(x)
« P(Z)

(18) [u? () + v2(2)] dz = o.

Il est clair qu’une telle relation est impossible si le produit
p(z)g(z) conserve le méme signe dans I'intervalle (a, b).

En restant dans cette hypothése, on pourra démontrer ensuite
que tous les pdles sont du premier ordre, en montrant qu’a
une racine d’ordre n de D(A) correspondent 7 fonctions fonda-
mentales distinctes. Il suffira, par exemple, de répéter la démons-
tration que j'ai donnée dans le cas d’un noyau symétrique ('), en
prenant pour la fonction =,(z) une fonction de la forme

Cg(z)91(2)
p(z)

Remarque. — La relation précédente entre les fonctions fon-
damentales associées s’appliquerait aussi aux noyaux de la forme

P(z)q(y)S (2, ¥),
S'(z, y) étant tel qu’on ait

S'(y,z)=—S8"(=, y).

(') Annales de la Faculté de Toulouse, 1908, p. 5o.
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D’ailleurs, le noyau qu’on en déduit par itération
b
[ @) 2() 8 (2,5 p(5)9(5) 8 (5, 7) ds

est de la forme
P(®)q(y)Si(=, y),

S, étant symétrique.



