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SUR LA CONTINUITE DES RACINES D'UNE £QUATION ALGEBRIQUE;

Par M. ArtHUR MALUSKI.

Tout revient 2 démontrer le théoréme suivant :
Soit Uéquation algébrique
f(z)=ay+ a1z +...+ apz™=o0;

quel que soit le nombre positif A, on peut lui faire corres-
pondre un nombre positif ¢ tel que, si les rapports

am , Am—1 Am—p+1
= —m1, . Zm—pl
Qmp—p A m—p Am--p

sont inférieurs a ¢ en valeur absolue, U'équation proposée
admet p racines dont les valeurs absolues sont supérieures a A.

Jappelle ici valeur absolue du nombre z =z + iy le nombre
~+ \/Z*+ y? et je poserai, pour abréger,

=42+ yi

Si toutes les racines de l'équation f(z)=o0 sont, en valeur
absolue, inférieures au nombre positif «,, la valeur absolue de la
somme des produits p & p de ces racines est moindre que C% a7,
en sorle qu'on a

’

Am-p 3
T <Cfuall"
Am

Par conséquent, dés 'instant ou 'on a

a, L
! p
a”l (‘hl 1,"

-p

I'équation  f(z) =0 admet certainement une racine z, telle que
z'\ > ay.
Cetle conclusion subsiste méme si

’
A _ I ,
Chaf

/
Qi—p
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a condition que ==a, ne soit pas racine de f(z)=o.

1. Posons
I

Cha

€=

-T

et supposons que tous les rapports

' ! !
Ay Q-1 s eees Q- pt1

a, ' a
m—p m—p m-p

soient inférieurs i ¢,.
.. x , . .
Divisons le polynome f(z) par 1 — w0 désignons le quotient

par fi(z); fi(z) est un polynome entier en z de degré m —1,
que nous pouvons représenter par

bo+ b,z‘ -+ ng" + ..o+ bm_‘f’"_l.
Un calcul facile donne
bo = Qo,

Qo
by =ai+ —»
xy

R Y )

Am—p-1 Qy
bpp=Qup+ —— +...+ ——>
m—p m—p z zpP

A m—2 A m—p+1 Qip—p (2]
bp—y = amp—1 + —— +eiit+r ———F+ —— +iiit+ —
m—1 m—1 1 x‘;—i .Z“{ z./‘n—l

En tenant compte de I'expression de b,_p, on voit immédiate-
ment qu’on peut écrire

I
b/n-p+l = @m—p+1+ ;}‘1‘ bm—p,

1 I
bm¥p+2 = Am—p+2+ ; Ap—p+1 -+ pory bm—}n
1 zi

Citeeset ettt e it ee sttt eaay
I

I i
by =am 1 + .’L'_‘ Ap—gt.. .+ E‘,‘ Ap—p+1+ E_’f bm—p-

. . b, .. ,
Considérons le rapport 2= et cherchons-en une limite supé-
LS -

XXXVII. 3
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vieurc. Désignons par N un nombre au moins égal a la plus
grande valeur absolue des différents rapports

Qp—p—1 Qy
EEE—

ey

Ain—p Am—p
Si I'on a pa choisir «; tel que
oy >N+ 2,

et nous verrons dans un instant que c’est possible, on voit facile-
ment qu’on a

b,,n__| €90y I .
’m—p ay—N—1 al{-l
En effet, on a
1 I
- A1+ z Amp—g—+...+ ;—,,I,_—z A p—p+1 ;
b - ( 1 + o
P pep+ —a L a 1
m—p - Ym—p— s “m—p %o
z P
ou encore
Q1 4+ ' Qm—2 -+ . i Wop—p-1
by _ Amr—p Xy Am—p -7'/1"2 A—p 1 .
b 1 Qp—p-—1 I a, x'.z'"
4 et ——
ry Qm— z{ P @y
On en déduit
1 1
el + — +...+4 -
7] 24 -2 I
R RPN
e b 1 —N{—+.. 1
oy q/n—r

et, a fortiori, puisque o, >1,

bin—y 1% L
6p ~ay—N—1 ah=1
QOgp.3, de la méme maniére,
Ky -a D 1
57 < == o
Bp a—N—1  af?’
SR s et esses it e st ceeey
p . €qa 1
m—p+-1 1 %1 + —.

b—p ay— N—1  a
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Tous les nombres qui constituent les seconds membres des iné-
galités précédentes sont inférieurs au dernier d’entre eux qui, lui-

. . , . . 2 .
méme, est manifestement inférieur a —» car, si I'on remplace ¢,
1

par sa valeur et si 'on remarque que le nombre a; — N —1 est au
moins égal a 1 en vertu des hypothéses, on a stirement

gray T
23— N—1 oy

pourva que p > 1. Or, ce calcul est sans objet lorsque p =1.

2. Déterminons maintenant le nombre positif a, par la con-

dition
2 1
ay  Ghab—t
et pOSOﬂS
2
— = Eg.
Xy

On voit, comme précédemment, que tous les rapports

’ ’ !
b/u'-i m—2 y ey bm -p+1
VR
l’m— P

7 ’ 7
(’lll r blll n

sont lous inférieurs A e,.
Par conséquent, I'équation f,(x)= o admnet au moins une
racine z, telle que
Ty > .
D’un autre c6té, on établit par un calcul analogue au précé-
dent que les rapports

! ’ U
_bo X b y een bopr
’ ’ /
bm—p bm—p bm —-p
Nz
1

. 2. * A a . . kY b
sont tous inférieuvs a TN et, par suite, a 2N, pourvu qu’on

suppose
23 > 2(N +1),

inégalité non contradictoire avec la précédente limite de ;.
. x .
Divisons a présent le polynome f,(2) par 1 — — el désignons
p polynome f(z) p = 8

le quotient par f,(.x); on voit, en raisonnaut comme précédem-
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ment, que, si oy désigne un nombre positif tel que

| @

1
== — -
2 C{:l—z'] a%’ 2

t

et si l'on pose

€3= —)
X2

les valeurs absolues des rapports des p — 2 coefficients des plus
hautes puissances de z du polynome f,(z) a celui de ™7 sont
inférieures a e5. Par conséquent, une racine au moins de f,(z)=o,
soit zg, salisfait & la condition

x> a.
Si, en oulre, on a pu prendre
o, >2(2N+1)
ou méme, ce qui est plus simple,
ay > 4(N +1),

les valeurs absolues des rapports des m — p premiers coefficients
de fs(z) au suivant sont inférieures a 4N.

3. Conlinuons ainsi jusqu’'a ce que nous arrivions au poly-
nome f5(x).
Nous avons eu a écrire les égalités suivantes :

ap—1= 2 C;,,._/,+‘ Ay,

ap-2=2C2 pis(2p-1),

B I TR TIPS

ey =205t (a)r".
En méme temps, nous avons supposé qu’on pouvait prendre

ag >2 (N-+1),
Ap > 22(N+l),

B R ey

a, > 2P (N +1).

D’aprés les égalités précédentes, toutes ces inégalités sont satis-
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faites si 'on prend seulement
a, > 2P (N +1).

On prendra ensuite
1

S1= G’
Ch 2

Alors, si ap vérifiant la condition précédente, on a de plus
xp > -'\7

A étant un nombre posilif donné a l'avance aussi grand qu’on

', sonl tous supé-

veut, on voit que les p nombres x|, z), ..., 2|

rieurs & A.

L’équation f(z)= o admet donc p racines z,, Za, ..., z, dont
les valeurs absolues sont supérieures a A.

Enfin, les valeurs absolues des rapports des m — p premiers
coefficients de f,(z) au dernier sont inférieures a 2P >< N, en
sorte que, d’aprés un théoréme connu, toutes les racines de
Iéquation fp(xz)=o0 sont, en valeur absolue, inférieures a
2P < N +41.

Le théoréme est complétement démontré.



