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SUR UNE METHODE D'APPROXIMATION;

Parx M. E. BrurkL.

Soitf(z)=a, + a3+ @2 3%+ ...+ a@p5" un polynome enticr
donné a coefficients complexes et a variable complexe. Pour
toute valeur de s dont l'affixe est un point intérieur & un con-

tour donné G, les polynomes f(z), ;/”(:), T‘—;f”(:),

.
E'Tf(’"(z), ont des modules limités supérieurement; soit { unc
limite supérieure commune a ces différents modules.

Si 'on pose 5= 5y + u, 35, ayant pour aftixe un point quel-
conque A, intérieur a G, C '

"(Zo) (s i (zy
S(3o+ w) = f(3) 4 u'f (l L fl(')o) A 1-1¢"LI—”(T‘——)

est un polynome entier en «, dont les coefficients ont des modules
moindres que /.

Posons en général.:
1 X ok
Z;!_f(l.)(zu) — 1:)/d eil} ’;

tous les nombres aﬁ,"’ sont infériears a /.
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Soit A, un point quelconque du plan, tel que f(zo) et f/(z,) ne

soient nuls ni 'un ni 'autre. Prenons comme contour C un cercle
dont le centre est A, et tel que, pour tout point extérienr a G, le
module de f(z) soit supérieur au module o de f(z,); on sait
toujours déterminer un tel cercle et un nombre / correspondant.
Tout point A donnant a4 f(z) un module inférieur a «, est donc
intérieur a C.

Cherchons, dans le voisinage de A,, un point A, d’affixe

24 = 3¢ + Uy,
donnant 3 f(z) un module @y moindre que a,. Si nous posons,

u=peio,
nous obtenons :

f(5) = ag e aly p fbirw) 4 of o2 oi®hr2w) 4 i pr ei(0{+nw),
d’ou :
S(3)[2= [apcosby+ afhp cos(0)+ w)
+agpcos(0)+ 2w) ...+ af® p” cos(0{™) 4+ nw) |2
+ [a sinBp+ayp sin(0)+ w)—+...4+ af? o7 sin(0{» + nw)]?
=al+  2aappcos(y—0 + w)
+[ 2aap cos(0f— 8y + 2w) + a?]p?
+[ 2%5a7 cos(87— 0+ 3w)
+2ap oy cos(8p— 0+ w)]pd+...+ aft?p2n,

Quelle que soit la valeur attribuée & w, les coefficients de p2,
0%, ..., p?", dans ce polynome sont limités supérieurement
par 2aga; + o, 200y + 200y, .. ., al’, et, a fortiori,par3 {2,
482,508, ..., 2. 1l est facile de voir que le plus grand de ces
derniers nombres vaut (n +1) 12 = L.

On peut donc affirmer qu'on a
| f(3) P< 2} + 2002 p cos (8, — Bp+ w) + L(p2+ pd+.. .+ p2n),

quel que soit u.
Supposons p<1; alors p?+p*+...+p2%® est moindre
p’

’
t—p

que de sorte que
2L
| S(2)2< a3+ 22925 p cos (0 — 0y + w) + li—'.ﬁ.
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. . L N
En particulier, prenons 012 g,a’, don
) —p1 0
o %y <1
=T “+ agay ’

el w=uw,="0, — 0, + m. Alors u, = p,ei®, et
1) g )
! 79 A2 ’
LFa0) 1< 0 — oy o1 = (s — 2221 )" 2BE (5, ShEL)

Représentons par «, et o, les modules de f(z,) et de f'(zy);
nous pouvons écrire
I 2
a} < (ao—— ;a’o p,)
et, par suite,

1
¢1<¢o—5%9n

car le second membre est positif, puisque ay — a0, Pest.

Le point A, ainsi obtenu est intérieur & G puisque a, << ao;
si &, et a; ne sont nuls ni 'un ni I'autre, nous pourrons répéter le
raisonnement et déterminer un point A, dont l'affixe 3, = 7, + u,
est définie par les équations

ay oy

2= T (1)2=61-—-e,1+‘ﬂ.
L+ aa}

us = p; €, P
Ce point A, donnera a f(z) un module a; tel que

I
og <¢1—;°"|Pz

et sera encore intérieur a (.

On pourra recommencer si a,a), n’est pas nul. On sera conduit
de la sorte & un point zéro de f(z) ou de f/(z), ou bien on pourra
répéter la transformation indéfiniment, en utilisant toujours le
méme nombre L, puisque les points successifs Ay, Ay, ..., A, sont
toujours intérieurs 2 C.

Ajoutons les inégalités

1 I
“1<¢o—;a'oPh cevy ¢p+1<¢p—;¢ﬂppp+h
nous obtenons

2(dg—api1) > %P1+ &y Pat. oo Ay oy,
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etnous concluons que la série, dont le terme général estaj, ppy4, est

ap o}
—L 2 _ tend vers zéro.
L+apap

Comme le dénominateur de cette fraction est inférieur a

convergente, de sorte que le produit

(n+2)12,

le numérateur tend vers zéro, ainsi que le produit apa’p. En méme
temps, 0, tend vers zéro.

Soient M, M,, ..., M, les points zéros de f(z) et M, M}, ...,
M, _, ceux de f'(z). Le produit des distances du point A, a ces
différents points tend vers zéro en méme temps que la distance
ApA,,; le point A, a donc pour position limite un des points
zéros de f(z) ou de f/(z). Cela démontre également la conver-
gence de la série 3+ uy+ s+ ...+ up+...,dont la somme
est Paffixe du point limite.

On peut appliquer ce raisonnement 3 la démonstration du
théoréme fondamental de la théorie des équations algébriques
entiéres. Admettons que tout polynome entier, a coefficients com-
plexes de degré moindre que n, posséde au moins un zéro com-
plexe, et par suite en posséde un nombre égal & son degré (zéros
distincts ou non). Proposons-nous de démontrer que tout poly-
nome entier f(z) de degré n admet au moins un zéro. Parmi les
points zéros de f’(z) distinguons celui qui fait acquérira f(z) le
plus petit module; soit M, ce point et soit § le module non nul
qu’il donne a f(z). On sait qu’on peut déterminer au voisinage
de M/ un point A, donnant 3 f(z) un module o, moindre que 8.
Prenons ce point A, comme point de départ et effectuons la
transformation -indiquée plus haut; les modales o, o}, «, ...,
«,, acquis par f'(z) au cours de ces opérations, sont limités infé-
rieurement, si grand que soit p, par un nombre positif, sans quoi
le produit des distances du point A, d1'un des points M|, M,, .. .,
M/,_, pourrait devenir moindre que tout nombre positif, ce qui est
contraire au fait que o, est moindre que a,. Par suite, ou bien les
opérations conduiront a un point A, tel que a, = o, c’est-a-dire
qu’on tombera sur un zéro de f(z), ou bien elles se continueront
indéfiniment de telle sorte que a, tende vers zéro. De plus, la
convergence de la série, dont le terme général est o), pp; entraine
celle de la série dont le terme général est p,.
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La série zo+ w4+ us+...+ up+... est donc absolument
convergente; soit B le point affixe de sa somme ¢. Le point A,
a pour limite B et comme f(z,) tend vers zéro, c'est que

f(&)=o.



