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SUR L'INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT INTERIEUR
D'UN SOLIDE ELASTIQUE ISOTROPE DE REVOLUTION;

Par M. L. ZorerTI.

Les équations du mouvement d’un solide isotrope sont les
sulvantes :
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u, v, w désignant la vitesse de déformanon au point z, y, % au
temps Z.

Si I'on suppose le corps de révolution autour de Oz, et si les
conditions initiales et aux limites sont les mémes tout le long
d’un paralléle quelconque de la surface, on peut admettre que la
déformation en un point rencontre I’axe de révolution. Si donc
'on pose

z = rcose,
y =r sing,
on peut supposer que w dépend de r, de z et de ¢ seulement et
qu’on a aussi
u= f(r, z,t)cosy,
v=f(r, 3, t)sing.

Le systéme initial devient, en éliminant §, un systéme de deux
équations aux fonctions inconnues f et w. Des calculs élémen-
taires donnent le systéme ci-dessous :

orwlgm o (Frd)] (v g - fy=e

i[53 + 2 (4 Z)] 52,

(1)

A f, Aw se rapportant aux dérivées par rapport a r et 3. Remar-
’ PP p pPp
quons alors que les termes

qui figurent dans la premiére équation, désignent la dérivée par
rapport & r de la fonction f +f Il sera donc bien naturel de
poser

y=L+ 4L

T or

Nous aurons alors les trois équations suivantes :
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Nous allons essayer de les intégrer dans le cas -particulier
obtenu en assujettissant f 4 une condition supplémentaire, visi-
blement choisie dans le but de simplifier la deuxiéme équa-
tion (Il1). Supposons que f vérifie I’équation

d’f d’f

9zt - Pon
La deuxiéme équation (1Il) nous indique alors que I'expression
ow
A+ap) b+ +p) 5=

est indépendante de r. Or I'équation de condition & laquelle f
est assujettie donne, en posant

uzzﬁ—t;/}—x,
v=zvprtv,

Sf(ryz, ¢)=F(u, r)+G(o, 1),

F ev G étant des fonctions arbitraires de leurs arguments. Nous
poscrons ensuite

(46) O 2w b+ O ) 52 = (3, 0),

£ étant également une fonction arbitraire.

La premiére équation (II[) donne ¢. La deuxiéme donne
alors t;l:, c’est-a-dire w a une fonction arbitraire prés de r et de ¢,
soit A(r, t). Il reste simplement & voir si ces fonctlions arbitraires
permettent de satisfaire identiquement a la troisiéme équation (I1I).
Gardons provisoirement ¢ dans le calcul et développons la troi-
sieme équation (1II). Elle donne d’abord

o _ 0w,
(l+m)dz, +sx r +(>\+u)d e

puis, comme on a

elle donne encore, aprés réductions,

(5) p(z7\+3p)——+}l()‘+2}"~)—_p( +aw oy “*'()""*‘)%E: o

oes
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L’équation (4) donne ensuite
(AN p)[w—A(r, t)] =fg(z, t)dz——-(k—r—z‘u)‘fdgdz.

Tirons de la les expressions des trois dérivées secondes qui
figurent dans (5) :

(A+p )d w g—()\+2p)d—q’ (déja obtenue),
0tA
(>\+p.) 0,2 = (A +p.)-————~()k+9p.)f llsz

(1+M

ot

=()\—|—p)‘%+ (ltf’dz (7\+2u.)f q’dz

Portons ces valeurs dans l'équation (5). En réduisant, on
obtient

(6) o_-()\+2p.)5—-—p.( )+au)dq’+()\+p)<

Y
fdl’ dz—(7\+9y.)f Hdﬂ—Pdﬂ ds.

Considérons la partie qui ne contient pas A, c’est-a-dire les
deux premiers et les deux derniers termes. Ecrivons queladérivée
par rapport & z de ces quatre termes est nulle : ils ne dépendront
alors que de r et de . Cela donne la condition

02A J2A
o)

2g
() A +amE —porr3 Y 28
02 02
_(7\+zp)( drf 9'51_?) =o.
Nous choisirons d’abord g(:, t) de fagon que
02
(8) ()\+2}1) dzi pwf: =o.

Pour simplifier la suite du calcul, posons encore

F oF

-+ 5 = B(r, u),
G oG
-;+E—(J(l v).

Donc on a
F+ G

0
$=——+—(F+G)=B+C,
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Remarquons aussi que
0 0 /]
7=Ve(% %)
0 0 0]
==Ve(m+%)
On en déduit les valeurs suivantes pour les dérivées secondes
de ¢ :

*y B | 0G
ort — ort dr”

oy (0B  dC\ . oB

Z=vi(m+%) F-vi(F-m)
ay (0B aC ﬂ;_ 1 C o=B>
541_"—9(%4_60*) ott _P(W_FW :

Et I’équation (7) devient, en tenant compte de (8),
2B G 2B G
Pf“'(l)‘+3y')(dug + dp,>+l“()‘+zl‘)<0r, +-07{)
2B 0:CG
_pp(l—l—'lp.)( +00’)_0'
ou encore

0B 02 C 2B 02C
p()‘-i—p)(du, dv,)+()\+zy)<dr,+-&;;)=o

qu’on peut vérifier en prenant

02B 2B
© P()‘+H)—‘,;;+()‘+2H);;;=0,
9

02C 02C

Connaissant B et C, on calcule aisément F et G, car on a

.
d’ou
rB= F+r%£—-d—(F r).
Donc on a
Fr=frB(r, u)dr+Fy(u),
et de méme

Gr =frC(r, v)dr + Gy(v).

Le probléme est-donc ramené a I'intégration des équations (8)
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et (9), et de I'équation (6) qu’on peut supposer se réduire a

(10) N?A  rA
Bom —Pom =

ce qui détermine la fonction arbitraire de r et de ¢ qui figure dans
2g
ot2

L’équation des cordes vibrantes, i laquelle on est ramené, se
rencontre, comme on sait, dans la solution grossiére, mais prati-
quemenl bonne, et surtout trés simple que M. Aliévi a donnée au
probléme des coups de bélier. Le calcul précédent, qui introduit
un certain nombre de fonctions arbitraires, permet peut-étre
d’étudier la déformation de I’enveloppe en considérant la solution
de M. Aliévi comme fournissant des conditions aux limites pour
ce dernier probléme.

I'intégrale dz par exemple.



