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SUR LA FONCTION GAMMA.

Par M. Jacques Toucuarp.

I. Je me propose de démontrer en premier lieu la formule

(1) e1=-'-+f Tzﬁi+_:f e‘"arclanglogzdz,
2 o T(t+3) = J, T

valable quand P.R.z > o.

On a
ex=Y f(v),
0
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f(3) z

STa+a)

Or, mcotnz admettant les péles o, 1, 2, ... de résidus 1 et f(3)
étant holomorphe, on a

;f(v) =Cf(3)(ncotns) = ;%;Ln cotnz f(z)ds.

Le contour C est constitué par des droites rectangulaires et par

- i worg

un demi-cercle de rayon infiniment petit ¢, décrit de l'origine
comme centre.
L’équation précédente s’écrit

n .
1 1
Zf((’) =— —_ —f ’
e 27 Jogrpg 3T Jyeyp
les intégrales élant prises dans les sens marqués par les fléches.

Suivons une voie tracée par M. Lindelof (le calcul des résidus,
p. 56) et substituons

. 27 e o
TCOLTE = Wi+ —rr— dans l'intégrale
emiz — |
Jaery B
et
TCcotms = 3 ani d Pintégral
cO Wz——ﬂt—;_—”ﬂ‘——-; ans lintegrale

ac'y' B
il vient, en remarquant que

B
) t/a;"y'pf(z)dz =£.T.Bf(z)dz =‘/a‘ f(z)dz,
Ssore [Creac [ Kt [ Ao

ey ¢
XLI. 16



comme

h (z) désignant une fooction holomorphe, il vient

X f(z)dz _ f(z)dx _ 1 _1
[ Zast=[ Hash=1/0=

On a donc

n . B . 3 i) d. . _ d
) Bsor=t+ [ reydri [ LG [ L
o

S étant la somme des quatre intégrales

B b+t dt B i+t dt
[ T (0 + ¢+ 1) ermd-amit + j; T(—id 4+ t+1) ermd+amic

N dt i d zh-it dt
- b T(B—+it+1) erme-2mif—g t e T(B—i+1 erme+amif |

Quand on fait croitre { et & indéfiniment, S tend vers zéro. On
s'en assure en employant 'expression donnée par Mathias Lerch

‘ i (1'— 1) —t—tarctang £
mod [(x + it) = yam(wr+2)t\ e *(1+¢),

ol ¢ est un nombre qui s’annule pour T =+ o ou £ == .
Faisons donc, dans (2), B et 8 infinis; il vient

erm t ® zidsz i ® @3 dz — ® gz ds
T2 J, T(+3) e T(1+30) et®— e L(1—zi) emz—

et, 4 'aide de la formule des compléments

o z* dz e-"2dz x—3 T (14 3i)— 23 I'(1— 37)
(3) e ——+f NI [ n v .
Or

TH+ 3 -2 P —20) uze*‘sfn(zlo t)dt
2% g :

0

Introduisant cette expression dans I'équation (3) et interver-
tissant 'ordre des intégrations dans l'intégrale double, on obtient
finalement laformule (1) qui, & 'aide d’une intégration par parties,
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__j‘ z:ds f" e*ids
e T(i+23) o 3(m?+logs)

Si ’on retranche de la formule (1) équation évidente

1 Y
1 x x
(i) e-:z=....__f e"“dt-}-—f e—-‘“dt,
2 2 J, 2 J,

on obtient

s'écrit encore

eXr— e~ T= kL _a_:f e—Ztarc tang—f— dt.
by T(+3) =/ logt

I1. Appliquons la méme méthode de M. Lindelof 4 la série

SEONTCAG O

nous trouverons d’abord

o(z) = i o ds
U ey

emi 4 e T ®e-x3dz
e e~ Tt dt i .
f P ——T I Vz sin(¢log3)

Intervertissons ’'ordre des intégrations et remarquons que

® omE 4 e—Tt . ® . ® si t
f e e-mtsinatdt =-—f e—Ttsinat dt+2/ Sinatdt
0 0, [

eTt — e-nt ent — e— %

‘a LI er—1
=— - b
a?+ n? 2 e%+1

nous obtenons

(5) cp(z)._ +f xr*dz

P(s+3)

_/_5 “e-2dz z—1 _ ﬁ f“ e—*zdz logs
T
)

Y A Vs +1 vz m + logiz

Or on prouve aisément, d’une part, que
P ) ’ )

Vo [®e*idz z—1 1 x vE
i = -—\/zer+2%e¢f e~ dt
27 J, vz 3+1  a/x T A

)
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et, d’autre part, que

JE
1 z T
?(w)—-f;+2e ‘/;[ e—t dt.

L’égalité (5) devient donc

z—1
© 2 ® 5.
(6) ex___f z *dz _Lf e—*2dz ,logxz ,
L (e l) Tk VR e
2

formule valable tant que P.R. z > o.

III. En remarquant que
ex — l -— szcosqu[.l)_(_l:_z_).] Py
e 9

ou P(z) désigne la fonction de Prym, partie méromorphe
de I'(z), on obtient une nouvelle expression de e, savoir

LI '—f x3 sinnz———P([:z)dz
[

1
x
z
+ = e~*Zarc tang
T Jo

équation valable quand z est réel et compris entre o et 1.

(7) er =

dz,

IV. Voici deux conséquences des formules (1) et (6). Si

I'on pose
zll
e"=e2a,.m,
[}
on a
I'(n)sin (n arc tang —— )
@ znds -—l—f“e—x ‘ gloga‘ dz
¢n=) T+ = A n

(m2+ log’z);‘
et symbollquement

(2= L5
ela+=) = —_—
2 0 I‘(z-i—l)
2
r(n+|)cos[(n+l)arctangl—_‘;§;]

1 f" e—=% ;
- = - n-+1
TJo =z r+t

(=2 + log2z) ?

formules qu’on peut généraliser.
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Les nombres a,, qui jouissent de propriétés élégantes, se pré-
Pa—2)®=P(i+z)

sententdans la partie holomorphe de z» cos T

et, de ce fait, on peut déduire la formule (7).

. V. On peut tirer de 'équation (1), en la différentiant, la formule

(8) I—;(—z—)—e+(—-l)f xne—xdx

i+ logiz
ou n est un entier positif ou nul. Je vais généraliser cette formule.
Supposons que a désigne un nombre quelconque réel et positif;

on a

T

‘. z4 .
‘/; zysinty dy = m(smanlog: — mcosaw) + mg—’;.

Multiplions par e~#dz et intégrons de o & o ; le premier membre
devient
o
T
— —dz
L

etl'ona
(9) [0 ds _ cosanf-—-——e—'zza dz
' t_aI‘Zz) o T+ loglz

sinaw/‘“e—zz“logzdz_ ©_e*ds
I A n2+ log?z l; w2+ log?s

On trouve de méme, Q (z)désignant la fonction holomorphe de
Prym,

(10) f.sin'n:yQ(l—y)dy

a
®e2z-2ds . “e-2z-2logz dz
=mcosamn =T +sina=n —_—
, T+ logls A ™+ logts -

Cherchons une transformation analogue pour
(11) f sinty P(1—y)dy

__f slmrydy ‘/"'sin'x’cydy_cl_ sm':tydy
y—1 1 . ry—2 1.2‘/‘: y—3 7



— 240 —

On démontre facilement que

poura<n
“si ® g—(n—a)mt
f sinty dy =(—l)"1r—cos1caf e—(n—a)t dt
a YN o 1+
+sin1taf”e-("~“’1“ tdt 3
o 1+ 2
(12) { pour a=n
smﬂydy =(— )”E_
n Y 2’
poura>n
“sinwydy © e—la-nnzdzs | © o—la—n)Tz 5 dz
-———=cos1taf —————+sinma —
a y—n o 1+ 3 ) 1
Supposons d’abord, dans (11), @ =o; il vient
1
<. v e~2dz
[ slnuyP(l—y)dy_ne+n£ T Togs

En ajoutant membre 4 membre avec (10), ot I'on a fait a = o,

il vient
© . © e=*dsz
smwyl‘(l——_y)dy:q:e-}—-n:f —
[ o T+ loglz

f e+f e-3dz
A () 1:’+log*z

Ajoutant alors a (g), on trouve

(13 /‘ ¢+ cosam © e2z8dz sinaﬂ‘/“’e-xzalogzdz.
) rm=-°* i+ logizs  w 7+ logts
° g ° g

Si a est entier, on retrouve (8).
On déduit de (13)

fm dz =e~+ sinax t__eiands
—ar(z+§) Jo Va(m+logis)

cosa'n:f"’ e—2z2]ogz ds
V3(n+ logts)

ou bien
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Le calcul def IT) se fait ensuite a I'aide des formules (10),

(11), (12) et donne le résultat suivant :
Supposons n << @ <<n + 1 el posons

an—1

(n—n)V’

x x?
?n—1($)=l+—l +‘l——2+-..+

on a

® dz o z-adz
(14)‘/; m:e-—-%-,(l)+cosau‘[ m[e—z_%_’(_,)]

sinan ["°z-2logzds
-+
™ w2+ logts

[e=2—Pn-1(—2)].

Reportons-nous an Mémoire de Cauchy Sur un nouveau
genre d’intégrales (anciens exercices d’Analyse, 1™ année),
nous verrons que la formule (14) peut s’écrire

/.- ds =e (1) + cosam /""z—“e—idz
e — e — Qpy 2 ¢ 22
J, T(3) o Jy - logiz

+sina-n: '*z-ae-z2logz ds
T Jo 7+ log?s

le symbolef représentant ce que Cauchy appelle une intégrale

extraordinaire. La formule (14) subsiste si a est entier, etl'on a

© zndsz

I‘(z) ?"-‘(l)—*—(_l)f 'n'—i-log’z et —gn1(—2)].

n

VI. On peut généraliser I’équation (13) en cherchant la valeur
principale des intégrales

f" sinbry dy f cosbny dy
o SInTYy () . sinmy I‘(y)

ou b est un nombre réel et positif.
En employant la marche que je viens de suivre au paragraphe V,
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on trouve
®sinbny dy
(15) val. pr.[nm I‘—(ﬂ
=—e—c08Tbcos(ndb —sinmd)

+ bcosmba ® _e2z2ds  sinmba ([* e 3z2logzds
oS b Trbi4-logiz T J, ™0+ logis

“cosbry dy 4
val, pr.l/;a Sy TO)
= e—8%bsin(nwb — sinnd)
*® e-2z2ds cosmba [“e-2z2logzds

n25? + log?s R o Trb-+loglz ’

+b simrbaj
(]

a est un nombre réel positif ou nul.
Quand b est un nombre entier positif, le premier membre

de (15) se réduit a
®sinnty dy
[d sinwy I‘(y)’

car sin nry est divisible par sinwy.



