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SUR LA METHODE DES REDUITES;

Par M. A. PeLrET.

1. Considérons le systeme d’équations
y

(1) zi— Qi = Cj, i=1,2,3,...,0,

les o; étant des fonctions homogeénes du premier degré des incon-
nues Tx,

L
Pi=anTy+...+ aQipTp+.. .= E Qi Tk
k=1

et les a et les ¢ des quantités données; en méme temps, le sys-
teme des équations majorantes ()

(2) X;—W;= G {=1,2,...,%

ou W; est une fonction majorante de ¢;,

Ap2lai| et Ci2lel.

Si les premiers membres des équations (2) sont positifs pour
un systéme de valeurs positives des X : X[, ..., X, ..., les équa-
tions (1) admettent un systéme de solutions qui peut étre obtenu
par la méthode des réduites.

(') Voir mon Mémoire Sur les equations majorantes (Bulletin de la Societe
mathematique de France, t. XXXVII, 1909, p. 93).
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Observons d’abord qu’on peut supposer les quantités X égales
toutes & 1, par le changement de variables

0
zr =X yr.

Ainsi nous supposerons
oo
x>EA,~k (i=1,2,...,).
k=1

Remplacons par zéro toutes les inconnues, sauf z; dans la ji¢me
équation du systéme x;— ¢,= ¢;; elle donne alors pour z; la

ci
valeur ——; posons
1 —ay
(&3 .
ri= ——— + ¥ (l=l,2,..‘,oo);
1—ay
les équations en y; ont la méme forme que les équations en z;, les
seconds membres seuls étant changés. Opérant sur les équations
nouvelles comme sur les précédentes et ainsi indéfiniment, on
obtiendra pour les z; des séries absolument convergentes. En
effet, les opérations analogues effectuées sur les équations (2)
donnent pour les X; des séries & termes positifs, supérieurs aux
modules des termes correspondants des séries z;; d’ailleurs on a
C
2 X,

1—S~

C étant le plus grand des nombres C; et S la plus grande des
sommes supposée inférieure a 1,

ZA,’[C (i=l,...,°0).
k=1

Cela posé, remplacons par zéro, dans les m premiéres €équations
du systéme (1), toutes les inconnues z, sauf celles dont les indices
sont inférieurs & m —+1, 2, X3, ..., Tm, et désignons par z{",
", ..., ) les valeurs que ces m équations donnent alors pour

ces inconnues. On a

> plm ;—
l_Sm=|.z-i’”| (i=1,2,...,m),

XLII 4
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Sm étant la plus grande des m sommes

m
ZAM (i=1,2,...,m).
. k=1
La série

M+ (2P — 2 4 4 (2™ — D)

est absolument convergente, et ’on a

(m) __ X(m—-1)> (m) __ plm-1)
X{ X 2|y z{ B

X¢m étant définie & 'aide des équations (2) de la méme maniére
que z{™ & 'aide des équations (1). Posons

( =1) =— u; —1) — ) —
zim)__z("m l)___u“ XE-"‘)-—X({" l)_U'. (L_l,...,oo)

et remplacons, dans les équations déterminant z{™, ..., z", ces
inconnues par ™ + u;, pour i inférieur & m, sans modifier z\7;
les seconds membres de m — 1 premiéres équations s’annulent, et
ces équations deviennent
m—1
ui—zaikuk—-a,-mx;ﬁ=o (t=1,2,...,m—1),

k=1
k=m—1 m—1

(r— am,m)z(n'zn)_ 2 AmkUf= Cpp + Zamkx(km—”-
k=1 k=1

Les équations déterminant Uy, ..., Un_, et X7 sont majorantes
de celles-ci; ainsi la proposition est démontrée.

2. Le rapport des deux fonctions, EF‘((Tz))’

F(z)= -i anz™, Fi(z)= +Z’ bnxn,

n=——wo n=—w

peut étre ordonné suivant les puissances positives et négatives de z,
et les coefficients du développement étre obtenus par la méthode
des réduites, si I’on peut satisfaire par des valeurs positives de o a

Pinégalité

1
(1) A°>A,p+A_1$+...+A,,p"+A._,,-97+...,
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A,,i]a,,] pour toute valeur entiére positive ou négative de n,
mais A,S|a, |; et le développement est valable au moins pour les
valeurs de z dont le module satisfait & cette inégalité, et qui
rendent convergente la fonction F,(z). Le terme a, n’étant pas
nul, peut étre pris égal & 1 et par un changement de variable au
besoin, on peut s’arranger de facon que l'inégalité (1) soit satis-
faite par p = 1. Posons

Fi(z) ‘

Fi(a:) = 2 n®";

n=—wo

on a, pour déterminer les ¢, les équations
bp=aecp+ aicn 14+ @ 1Cppy ... BmCp_im~ A1y Cntm=+o . oy

r prenant toutes les valeurs entiéres de — o &4 + 0. On se trouve
bien dans le cas étudié tantét.
Si 'on ajoute toutes ces équations, on obtient

Lorsque a,=a_,, by= b_,, on aura aussi ¢, = c_,. En effet,
en retranchant les équations d’indices n et — n, on a

0=cp—Cp+ a1(Cp—y—C—pt1+ Cp+1— Cp—q) +...,

et le terme en ¢, disparait. On pourra donc ne retenir que les
équations a indices positifs, en y remplacant ¢_,. par ¢, (m posi-
tif), et I’équation d’indice o.

De méme, si a,= a_n, bpy=— b_,, il viendra ¢, = — c_,.
3. Soient
- 4 o
F(z)= Z qr’zn, Fi(z)= Z (—)ngrzn,
n=—-—a®o n—-—ew

L’inégalité (1) est satisfaite pour des valeurs positives de p, si
1>2(Q 4+ Q4 +...4+ QP +...),

ou Q représente le module de g, Q =|q|. Les considérations
précédentes justifient donc dans ce cas la méthode suivie par
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M. Appell (Bulletin de la Société mathématique de France,
1885, reproduite par M. Frédéric Riesz, dans son Ouvrage Les
systemes d’équations linéaires a une infinité d’inconnues,
p- 13 et suiv.). La continuité permet ensuite d’étendre le résultat
obtenu aux valeurs de ¢ dont le module est inférieur & 1 et de z,

. I . , .
comprises entre les cercles de rayons |q| et — - Si 'on décrit de

lql
Porigine comme centre des cercles passant par les divers péles de
. F,(x) e, . R
la fonction F(z)’ on voit aisément que cette fonction peut étre

représentée dans chacune de ces couronnes par une série de Lau-
rent; ces séries peuvent se déduire de 'une d’elles par le change-
ment de z en g~z

4. Revenons aux équations du n° 1. Si 'inégalité
> E Aik (t=m—1,...,0)

k=m+1

est satisfaite pour toutes les valeurs de ¢ supérieures 4 m, on
pourra résoudre le systéme

m
zi— o\ =c;+ ¥ a;;x (i=m—+1 o)
i Yi i ik Tk sy 1
k=1

ol o est une fonction des z, d’indices supérieurs & m, par rapport
aux inconnues ZLpiy, ..., £,; substituant dans les m premieres
équations, on sera ramené a un systéme de m équations du premier
degré & m inconnues. Dans le cas ou les coefficients a sont
fonctions d’'un paramétre w, et toutes les quantités ¢ nulles,
Pinégalité

> Z Ak (i=m—+1,...,0)

k=m<+1

étant satisfaite pour toutes les valeurs de module inférieur au
nombre positif Q, il faudra chercher les valeurs de w, de module
inférieur &4 Q, qui annulent le déterminant des m équations
du premier degré restantes. C’est le probléme qui se pose pour la
recherche des solutions irréguliéres des équations linéaires.
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[ Voir mon Mémoire Sur les systémes infinis d’équations
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XLI, 1913,

p-119) (*).]

(') Dans les n° 3 et suivants de ce Mémoire, 2N +1 doit étre changé en
2N —1, et | A| supposé inférieur & un nombre positif qu'on peut assigner.,



