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QUELQUES THXOREMES ELEMENTAIRES
SUR LES FONCTIONS HARMONIQUES;

Par M. EmiLe Prcarp.

Je me propose d'indiquer ici quelques théorémes élémentaires
sur les fonctions harmoniques, que je donne depuis longtemps
dans mon Cours (1).

1. Considérons d'abord une fonction harmonique de deux
variables u(z, y) uniforme et continue dans un domaine, sauf
peut-étre en un point A dans le voisinage duquel on sait seulement
que sa valeur absolue est intérieure 4 un nombre fixe. Ne peut-on
pas- considérer que la fonction est harmonique dans tout le
domaine sans exception? La réponse est affirmative, et 'on peut
’établir comme il suit.

On étudie d’abord bien aisément la méme question pour unc
fonction analytique f(5), holomorphe dans une certaine région,
sauf peut-étre en un point A dans le voisinage duquel on sait seu-
lement que son madule est borné. 1l n’y a ict aucune difficulté, car
on peut utiliser la formule classique de Cauchy

f(x) = '—.f'ﬁz—)dz,
ol ) 3—x
I'intégration élant étendue a la courbe C qui limite le domaine et
i une courbe infiniment petite entourant le point A. Cette derniére
intégrale est nulle, et 'on en conclut que f(z) est holomorphe
dans tout le domaine sans exception.

Revenons alors a la fonction u(z, ). Associons-lui la fonction
o(z, y) telle que w—-iv soit une fonction analytique de x + iy.
On a

YL o Ju
v(z, y)= — —dxz + —dy.
(er Fol ay Jdx

(*) VYoir aussi Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 176, p. 933
et 1025 (1923), et les Notes de M. Lebesgue et de M. Bouligand, qui ont suivi
mes Communications.
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La fonction ¢(z, ) pourrait @ priori n’étre pas uniforme.
Soit A sa période, correspondant a une circulation autour du
point A. Nous ne savons pas d’ailleurs si elle reste bornée dans le
voisinage de ce point. Formons la fonction analytique uniforme

zT‘_" (16410 .
f(z)=e (z=x+1iy).

Son module est borné autour de A. Elle est donc réguliére en
ce point, d'aprés la remarque précédente, et il est évident qu'elle
ne s’y annule pas. Il en résulte que log f(z) est holomorphe en A

. . ; 2T U , .. . ..
et, par suite, sa partie réelle —— est réguliére en ce point, mais il

. R 27P . . ..
en serait de méme de et il y a, par suite, une contradiction
3

avec I'hypothése de la périodicité. Il en résulte que ¢ est uniforme
et I'on raisonnera comme ci-dessus sur la fonction

f(Z) — eu+iv,

d’ou se tire le théoréme énoncé.

2. Envisageons maintenant le cas ou la fonction u(z, y)
deciendraitégale @ + o en A ; nous entendons par la que, étant
donné un nombre positif M aussi grand qu’on veut, on peut tracer
un cercle ayant A pour centre, pour tous les points duquel u« est
supérieure a M.

Nous suivrons, pour la démonstration, une marche analogue
i celle du paragraphe précédent; on forme encore la fonction ana-
lytique u +iv.

Admettons que ¢ ait une période k, correspondant a une circu-
lation autour de A; on peut supposer que A est positif. Soit alors
la fonction

1

u3 .
— (14207

fla)y=e¢ F ;

elle est bornée autour de A, et est, par suite, réguliére en ce point
ou elle s’annule. Soit donc

f(3) = (3 —a)*e(3),

a étant I'aftixe de A, et ¢(z) ne s’annulant pas pour 5 =
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On déduit de suite de la que, dans le voisinage de A, on a
w=hlog~+U (U régulier en A),

h étant une constante positive, et r désignant la distance du
point (z,y) @ A. Telle est la forme nécessaire d’une fonction
Jharmonique devenant égale a 4o en A, que nous nous propo-
sions d’obtenir.

Nous avons supposé que la fonction ¢ avait une période k diffé-
rente de zéro. Il en est nécessairement ainsi; car, dans I’hypothése
contraire, on poserait

f(z’) = e—(u+t’v)’
d’ou se déduit encore

e+ = (53— a)te(z) [¢(a)s# o, o]

Mais on arrive 4 une contradiction, puisqu’il résulte de I'identité
précédente que v a une période.

3. La méme question se pose pour une fonction harmonique de

. . L, . , I . 2
trois variables, log% étant remplacé par 3 mais une autre méthode
doit étre employée.

Soit V(z, y, z) une fonction harmonique réguliére dans un
domaine comprenant l'origine O, exception faite de ce dernier
point ou elle est égale & +-oo.

La famille de surfaces

V(z, y,3)=K

sera alors formée, pour des valeurs trés grandes données a la cons-
tante positive K, de surfaces fermées entourant l'origine O, et
étant trés rapprochées de ce point. Soit T une surface de cette
famille. Désignons d’autre part par S 12 surface limitant le domiane
envisagé, et soit T une sphére de trés petit rayon p, ayant pour
centre un point («, b, ¢) du domaine.

Suivant une marche entiérement analogue & celle par laquelle
on ¢tablit la formule fondamentale de la théorie des fonctions har-
moniques, nous appliquons la formule de Green au volume limité

par S, Z et I, avec les deux fonctions V(z, y, 5) et %, ou r désigne



— 165 —

la distance du point (z, y, 3) au point (a, b, ¢). On a pour 'en-
semble de ces trois surfaces

d < ! )
r 1 dV
@ ff Vg —ran]®=2
les dérivées normales étant prises sur chaque surface vers l'inté-
rieur du volume.

dv o )
En remarquant que - est négatif pour tous les points de la

surface T, et posant

I dv
/\.:—I'—Rffzdc (k> o)

ou l'intégrale est étendue a T, on trouve immédiatement que I'équa-
tion (1) devient, en faisant tendre p vers zéro et K vers + oo,

k

V@b o= e

+U(a, b, c),
U(a, b, ¢) étant harmonique et réguliére a Uorigine. Cest ce
que l'on voulait démontrer.

4. Une derniére proposition, d’un caractére plus élémentaire
encore, concerne une fonction harmonique, partout réguliére
a distance finie, et qui garderait un signe invariable. Cette fonc-
tion est nécessairement une constante.

Le théoréme est immédiat pour une fonction harmonique de
deux variables u(z, y). 11 suffit d’adjoindre la fonction associée

¢(z, y) de telle sorte que .
v

serait une fonction entiére de z + iy, dont la partie réelle aurait

un signe invariable (soit par exemple le signe ). La fonction

entiére
e—(u+iv)

aurait alors un module borné. Donc u est une constante.
Si nous considérons maintenant “une fonction harmonique
V(z, y, 3), toujours positive, il suffit de considérer la formule de

Poisson
2__ ]2
Vi f R—2ya,

= inR 73
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ou ! désigne la distance d’un point A a 'origine O, et ou r repré-
sente la distance de A a I’élément ds de la sphére de rayon R
ayant O pour centre. Puisque V est par hypothése positive, on
déduit de la
(R—=7)R
(R+1)

R+ )R
vo<VA<(?R—:l)7' 03

V, désignant la valeur de V en O. Comme R est aussi grand que
Ton veut, il en résulte que
Va=V,;

la fonction est donc constante.



