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SUR L’ABSCISSE DE CONVERGENCE DES SERIES DE DIRICHLET;

Par M. G. VaiLriron.
Soit

) f(s)=iane—"\w‘

une série de Dirichlet, s—= o+ it étant la variable complexe.
M. Cahen a donné une expression de l'abscisse de convergence
valable lorsque cette abscisse est positive, des expressions valables
dans tous les cas ont été données par divers auteurs, en particulier
par MM. Knopp, Lindh, Kojima et Fujiwara (*).

On peut remarquer @ priori que les séries pour lesquelles la
suite A, satisfait a la condition

n=oaw )\n

(2) lim (Llngn) —o

peuvent s’étudier, au point de vue de la convergence, comme les

() Voir notamment The Téhoku Mathematical Journal, t. 6, 9, 11. —
M. Pincherle a donné une expression de I'abscisse de convergence valable
lorsque cette abscisse est négative ou nulle (Congrés de Rome, 1908); cette
expression a été retrouvée par M. Cotton (Bull. Soc. math. Fr., 1917).
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séries entiéres, et que leur abscisse de convergence est donnée par

la formule

(3) A:m)\llogla"[.
qui généralise celle de Cauchy-Hadamard. Cette propriété, qui
découle de ce que la série ‘

1

converge quel que soit le nombre positif ¢, conduit a rechercher
dans le cas général une formule faisant également intervenir aussi
peu de coefficients que possible.

1. On peut former d’une infinité de fagons une suite d’entiers n,,

Moy «.ey Npy ..., tels que les nombres )\n,, jouissent de ces deux pro-
priétés :
1° On a
R Y-
4) lim 2250 —
,):n n’.

2° La série de terme général
A &
(5) Up=e "

converge quel que soit le nombre positif c.

En particulier, lorsque la condition (2) est réalisée, on peut
p ) q ’ p
prendre np,=p, etl'on a np, —1=p.

On obtient alors les deux propositions suivantes :

I. Labscisse de convergence absolue est donnée par la for-
mule

npty—1
(6) B=Tm (log ¥ la,| ).
N=w /\n,,
\ n,
II. Si l'on désigne par n le plus grand des nombres n, qui
sont inférieurs ou égaux a n, l'abscisse de convergence est

Ny I
(7) A= nh:n:n ™ log Za,,
n
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La proposition I se démontre directement sans difficultés, mais
elle découle aussi de la propriété II qui se déduit d'unlemme bien
connu d’Abel.

Désignons par L la valeur du second membre de I'égalits (7).
Par définition de I'abscisse de convergence A, la série (1) converge
pour A + ¢(e > o), donc les sommes

n
—),(A+E)
Sewe
n

ont un module inférieur a 1 pourvu que » soit assez grand. Comme
la suite des nombres e~1*+% est monotone, le lemme en question
d’Abel montre que

n

n
—hg(A+E)\ A A+E)
So| =| By 2
n

n
est inférieur a 'un ou 'autre des deux nombres
e)\"(,\+g)’ ‘Ze)G(A+E)’

suivant que A ¢ est positif ou négatif. Dans le premier cas, nous

obtenons de suite LS A 4 ¢; dans le second cas, nous avons

n
I
— < .
)\’_llog za., SA+2¢;
n

.. A . s
or, d’apres la condition (4), )\—:5 tend vers 1, nous arrivons donc a
n

la méme conclusion. ¢ étant arbitrairement petit, nous avons donc

montré que
LA,

D’autre part, d’apreés la définition de L et la condition (4), nous
avons, ¢ étant positif fixe,

| n

(L&
lzaq < e).,.(l,+2)’
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pourvu que 7 soit assez grand. Le lemme d’Abel donne alors

n

= Zaqe")w“** 0l <2

n

e
AL+ -)
e 2/ g dunll+e),

n' étant égal a nsiL4e>0etansiL+c<o.Dansle premier

P

cas, le second membre est moindre que 2¢ *; dans le second cas,
il est inférieur a

._‘;kf
2€ s [/r:x—t—?(L—f—e)(l-—)%)],

. ;. 'R
on peut prendre n assez grand pour que A soit supérieur a -
P \P g P que & s p >
puisque )—:' tend vers 1; on a donc dans les deux cas, a partir d'une
\n
valeur N de n,
ot
Sa<le *.
En utilisant la propriété de convergence de la série (3)
€
pour o = ik nous avons pour m > N
,

Z“v e—Nq(L+e)

< A
Sa 8,,',“_,+ 01:,,+,~l+- .o
m :

-+ 8n,.,~:+ Brpy -1 < 2(Up— Wpir )

(np=m, np="7),

ce qui montre que la série (1) converge pour L+ ¢, donc
que ASL, et achéve de démontrer la proposition II.

Les formules de MM. Cahen et Cotton se déduisent de suite
de I'expression (7) en utilisant la convergence de la série (3).

2. L’abscisse C de convergence uniforme de M. Bohr (1), c’est-
a-dire le nombre C tel que la série converge uniformément
pour ¢2C+¢, mais ne converge pas uniformément dans tout
demi-plan 62 G — ¢(e > 0), peut également s’obtenir par une for-
mule analogue a (7). Supposons que la série converge uniformé-

(1) Voir en particulier les Mémoires du Journal f;ir die Mathematik, 1913,
ct des Arkiv der Mathematik, 1913,
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ment pour ¢ — ¢, nous aurons, quel que soit t,
n

Z ageMle+it
n

pourvu que 7 soit assez grand ; donc, d’apreés le lemme d’Abel,

<r,

' n

(8) Eaé’ e—Dqit

n

est inférieur a eM€ ou a 2¢*

¢ suivant le signe de ¢ Si donc nous
désignons par T(n) la borne supérieure de Dlexpression (8)

lorsque ¢ prend toutes les valeurs de — o & 4, nous aurons

n=w )\n

Tim [LlngT(n)-J =C.

Inversement, L étant la valeur du premier membre de cette iné-
galité, nous avons, a partir d’une valeur de r,

—( €
T(n) < e)«,.(‘l,+ ;)

)

donc, quel que soit ¢,

- a(Lef
Z ay e*»),,ll't < e}\':(L+2)

n

Il en résulte comme ci-dessus que nous aurons
”
zaqe—)q('-+5+f” <2(up+ tpyi+...),
m

quel que soit ¢; la série converge uniformément pour s =L + ¢,
d’ou ce résultat :

1. L'abscisse de convergence uniforme est donnée par

(9) C= ﬁ,[)LlogT(n)]
avec »
n

(10) T(n) = borne supérieure de Zn,, eqit

n
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On peut d’ailleurs prendre pour T(r) la borne supérieure de
I'expression précédente lorsqu'on donne & ¢ une suite discréte de
valeurs telles que la' différence de deux valeurs successives reste
bornée, il en résultera la convergence uniforme pour une suite de

points correspondants de la droite ¢ = C + 2, et par suite, d’apreés

un théoréme connu de M. Cahen ('), la convergence uniforme
dans des angles de méme ouverture ayant pour sommets ces points,
donc dans le demi-plan 62 C +«.

C est évidemment compris entre A et B, c’est d’ailleurs visible.
sur les expressions de A, B, C.

Des expressions de A et C on déduit cette extension d’un théo--

réme de M. Bohr (2) :

IV. 8¢, quel que soit p>>P, les nombres l,,y, )\,,P“, ceey
n,_,—1 Sont linéairement indépendants, c’est-a-dire tels qu’il’
nexiste pas d’entiers Pnys =0y Pyt POUT lesquels

)"‘p Mn,—+. . - )‘np+x"i Mrpr—1= 0,

U'abscisse de convergence uniforme coincide avec I’abscisse de
convergence absolue.

C’est une conséquence d’un théoréme de Kronecker d’aprés lequel
des nombres v, (g =1, 2, ..., Q) étant linéairement indépendants
au méme sens que ci-dessus, et les ¢, étant quelconques, on peut
trouver un entier N et des entiers m, tels que les quantités

[Nvg—+ bg+ mq|

soient simultanément inférieures 4 un nombre v donné a
I’avance.
Supposons d’abord les nombres Aj(¢g = np, ..., npy —1) irra-
. . , . . )
tionnels, soit 27w, I'argument réduit de a,4, en appliquant le théo-
réme de Kronecker avec §, = @4, v, = %4, nous voyons que l'argu-
ment de chacun des nombres

(11) a, emiyN, (g=np, ..., Npyy—1I)

1) Thése, Annales de I’Ecole Normale, 1894, en particulier page &7.

(H T
(?) Acta mathematica, t, 36.
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est aussi voisin que nous voulons d’un multiple de 27, nous avons
donc

| Ap+a—1 ny 4 —1
(12) T(npr—0Z| ¥ ager®ds¥|> 2 ¥ [agl.
mp mp

Supposons maintenant que I'un des ), est rationnel, soit X, les
nombres A;— A, seront irrationnels et encore indépendants, en
appliquant le théoréme de Kronecker avec ¢;=9,— ¢,
vg=Ag— A, nous voyons que 'argument des nombres (11) est
voisin (4 un multiple de 2w prés) de celui du nombre d’indice ¢,
I'inégalité entre les membres extrémes de (12) a encore lieu, nous
avons, quel que soit p > P,

npay—1
T(nps1—1)> % Z |aq|.
ny
11 résulte de suite de cette negalité et des expressions de B et G
que C est au moins égal a B, donc égal a B.
Pour les séries de Dirichlet proprement dites (A,=1logn) on
peut prendre pour 7, un nombre de la forme

"P=I’e("):
6(p) croissant aussi lentement que l'on veut, par exemple
0(p) =logkp, ona dans ce cas
Npyg— Np < npn,—108k—npl =",
1l semble difficile de reconnaitre directement si 'on est dans les
conditions d’application de la proposition IV, mais il n’en est rien;
M. Toeplitz a en effet montré (') qu’il existe une série.de Dirichlet
proprement dite pour laquelle B-C est supérieur a un nombre donné

moindre que 2. 11 en résulte que si I'on désigne par 2 (n) le plus
grand entier tel que les nombres
logn, log(n-+1), ..., log[rn+yx(n)]

soient linéairement indépendants, le rapport
-
n logxn
7(n)
n’est pas borné.

(') Géttinger Nachrichten, 1913.
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3. M. Bohr a démontré, pour les séries vérifiant la condition (2),
les deux propositions suivantes :

a. Le domaine de convergence, s'il existe, coincide avec le
demi-plan dans lequel la fonction f(s) définie par la série est
réguliére et bornée.

b. A étant 'abscisse de convergence, dans tout domaine ¢2¢,,
nSsSA+a, (n<<A), f(s) ne peut étre réguliére et bornée.

On peut démontrer ces propositions ainsi qu'une proposition
un peu plus générale que la seconde, en utilisant 'expression des
coefficients en fonction des valeurs de f(s) sur une paralléle a
I’axe imaginaire. On vérifie de suite que, a étant supérieur a I'abs-
cisse de convergence (qui est ici abscisse de convergence uni-
forme et absolue), et ¢, étant un nombre fixe, ona

T
(3) an= lim T‘f ula+i f(a + it) dt.
]

=w 1,

Supposons alors que, dans le domaine t2¢,, nSsZa, f(s) soit
véguliére et telle que 'on ait uniformément
'flo+1t)|

lim+*“———— =0
==

(14) Ji 7]

[on sait que dans la portion du domaine intérieure au demi-plan
de convergence S (s) est bornée], supposons en outre que sur la
demi-droite ¢ =1, ¢ > ¢,, la valeur moyenne de | f(s)|

T

(15) ,%f | f(n+1it)| de
!

o

soit bornée. En intégrant la fonction elf(s) sur le rectangle de
cotés s =m, s =a, t =t,, ¢t =T, nous avons

T
'_:; [ e).,,(a-H‘l)f(a 4+ it) dt
v ID

T

1 ~ . .
=7 ernln+it) f(m +it) dt
’o

- -3
1 . . 1 . .
+ =5 f eMnturit) f(u 4 ity) du — L_’Tf eMlu+il fy 4+ iT) du.
n L
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Dans le second membre, la seconde intégrale tend vers zéro
lorsque T croit indéfiniment, il en est de méme de la troisiéme
d’apreés Phypothése (14); on a donc

T
ayeMi= lim % [ et f(, + it) dt,
1==T /J,

-et d’aprés I'hypothése faite sur la valeur moyenne de |f(s)|, le
module du second membre de cette égalité est borné quel que soit p.
Il en résulte, d’aprés la formule (3) par exemple, que A est infé-
vieur ou égal a 7. D'ou ce résultat qui compléte ceux de

M. Bohr ('):

V. La fonction f(s) définie par une série de Dirichlet satis-
Sfaisant & la condition (2) ne peut étre d’ordre inférieur a 1
dans une bandet > to, 1S S A+ a(n < A) [inégalité (14)], et
telle que la valeur moyenne de | ( f(s)| soit bornée sur la demi-
-droite ¢ =mn, t > t,.

Par exemple si 'on considére avec M. Bohr des fonctions de la
forme

n=oaw

\ I
f( S) = 2 <e~—11s__ e—(u+u,.1x) <""< .”_'>,

n=1

I'abscisse de convergence est o, la fonction f(s) est une fonction
entiére et ’on a uniformément, pour nSe<a(a> o, n< o),

if(e+it) | <K+K'|z]3
o étant un nombre positif arbitrairement petit, la valeur moyenne

-de | f(5) | ne peut donc rester bornée sur aucune demi-droite ¢ > ¢,,
=1 <o.

(*) J. fur die Math., 1913, et Sitzungsb. der Bayer. Akademie, 1913



