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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR LE NOMBRE FONDAMENTAL DE H. POINCARE
DANS LA DECOMPOSITION DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES
DE TROISIEME ESPECE EN ELEMENTS SIMPLES ;

Par M. P_AUL AppELL.

H. Poincaré dans le paragraphe VI de son Mémoire Sur les
jonclionk zétafuchsiennes (Acta mathematica, t. V, 1880, et
E uvres, t. 11, p. 402) a défini un nombre fondamental pour la
décomposition en éléments simples de fonctions d’une certaine
catégorie C. Ce nombre est la plus petite valeur de l’entier m pour
laquelle il existe des fonctions de C décomposables en m —+ 1
éléments simples et a 'aide desquelles toutes les autres fonctions
de G peuvent s’exprimer linéairement. Dans les décompositions
connues, il indique, pour les fractions rationnelles m = o, pour les
fonctions doublement périodiques de premiére espéce m = 1, pour
les: fonctions rationnelles d’un point analytique z, y, défini par
une relation algébrique F(z, y) =o de genre p,-m = p.

D’autre part Hermite dans son Mémoire Sur quelquesapplica-
tions des fonctions elliptiques (Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, t. 83, 86, 89, 90, 93, 94, et OFuvres, t, 3, p. 266)
a donné (QFuvres, t. 3, p. 329, en note) la classification des
fonctions doublement périodiques en prémiére, seconde et troi-
si¢me espéce, avec une formule de décomposition en éléments
simples pour les fonctions de seeonde espéce. Pour les fonctions
de troisiéme espéce 1’élément simple est une fonction de deux
variables z et « définie par la série suivante, o0 n est un entier
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les périodes étant de51gnees, comme dans Jacobi et Hermite,

par 2K et 2(K' et g=¢ K (Annales de U’Ecole Normale,
3¢ série, t. I, 11, III, 1884, 1885, 1886, et Acta mathematica,
t. 42, 1920).

On peut toujours ramener une fonction de troisiéme espéce a

vérifier deux relations de la forme
s'lt.r

(1) F(x#—zK):F(x), F(z+2iK)=¢ * F(z);

au s est entier. La catégorie C est alors celle des fonctions méro-
morphes vérifiant les relations (1). Si s est positif s =n la fone-
tion F(x) a, dans un parallélogramme des périodes, n zéros de
plus que d’infinis; en particulier, elle peut avoir n zéros et pas
d’infinis; alors en appelant a, b, ..., [, les poles supposés tous
simples situés dans un parallélogramme des périodeset A, B, ..., L,
les résidus correspondants, on a

F(x) = — Ayxn(a, v) —.Bx,,(b, z) —...— Lya(l, ) + G(x),
G(z) -étant une fonction entiére qui vérifie les relations (1)
ou s = n et qui par suite est de la forme

k=n—1

G(z) = Z Mg (k)

les Mx(k=o0, 1,2, ..., n—1) étant des constantes arbitraires.
Dans ce cas, les résidus sont indépendants des péles et le
nombre m de Poincaré est nul, car y,(a, ) est une fonction de z
vérifiant, quel que soit a, les relations données.
Si s est négatif, s = — p, on a de méme

F(2)=Ayu(z, @) + Byju(, b) +...+ Lyu(=, b),
les résidus étant liés aux poles par p relations
AgP(a)+BgP(b)+...+Lg¥(ly=0 [k=o0,1,2, ..., (p—1)]

Dans ce dernier cas le nombre m de Poincaré est p.
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Pour le démontrer-remarquons qu’une fonction de troisiéme
espéce peut s’écrire '
H(x —b)H(x —b,)...H(z — b))

F(z) = Aek= H(zx —ay)) H(zx —a»)... H(z——a,,)’

A désigne une constante, le nombre des zéros est p, celui des
infinis ¢ et 'on a
s=p—g=—p
D’aprés les relations fondamentales,
IE vk

H(z +2K) = — H(#), H(z+2iK’)=—H(x)e_ K

on a en écrivant

sTi
F(x+2K)=F(z), F(r+2iK)=e ¥ F(x),
Tiw, w Tk
.. i~ — (Db—2a)+s ——
e () =1, MK (—q)sek K —y;

comme
— 1= e2k+mi,

k étant un entier quelconque, on-a

2 K = (2k +1)s=i,

’

2)\iKI'=(2h+1)sm'—%‘(Eb—Za‘)-—.&nR—;

d’ou, en éliminant%:
iK'(2k+1)s=(2h+1)sK— (26 —Za)+siK’,

ou encore
2b—Z2a=(2h+1)sK—2ksiK/,

h, k et s étant des entiers, s =p — g = — p, h et k quelconques.
S’il n’y a pas de zéro, mais seulement p pélesleur somme Za est
connue

(3) ' fa=(2h+1)pK+2kniK

Appelons alors F(z, «) une founction F avec un seul zéro b
et (@ ~+ 1) infinis simples «, a,, @3, ..., ap, le résidu relatif a
étant 1 et les autres infinis a,, as, ..., ap ne vérifiant pas la rela-
tion (3), on aura
b=a4+a1+ar+...+ap+ 2k piK'— (2h +1)pK,
ou :

b=oa+a,+as+...+ ay+ pK,
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le signe = indiquant une égalité qui a lieu, 4 des multiples des
périodes 2K et 2¢K’ prés. On a évidemment

(4) F(z, 9) = ypu(z, ) + Ay gu(@, ) + A,y_.‘;(x, ag) 4. oo Ap g (@, 2p)

Soit alors une fonction F admettant les infinis simples «, 3, ..., 2
avec les résidus A, B, ..., L, ona

F(z) = AF(z, )+ BF (2, 8) +...— LF(z, 1),
car la différence
A(z)=F(2)— AF (2, «)— BF (2, 8) —...+ LF (2, 1)

admettant les seuls infinis a,, @., ..., @, qui ne vérifient pas (3)
est identiquement nulle.
D’apreés (4) le nombre m de Poincaré est alors

m = \;

on arriverait également a cette conclusion que la différence A(z)
est nulle identiquement en la décomposant en éléments simples,

A(z) = A xu(z, @) + A;xu(z, as) ...+ Apyu(, ay)

et appliquant les formules qui donnent les relations entre les

résidus A, A}, ..., A, et les poles a,, as, ..., ay, s
Ay g (a)+ Ay g (an)+...+ Apgl(a)=0 (k=o0,1,2,...,p—1).
Ces p. relations montrent que les résidus A, A}, ..., A, sont

tous nuls car le déterminant des coefficients
e (a), gf(ar), ..., gP(ay)

n’est pas nul, les @; ne vérifiant pasla relation (3). Ce déterminant
qui rentre dans une catégorie de déterminants considérés par
Hermite (Crelle, t. 84, 1877, p. 343, et Buvres, t. III, p. 420)
est nul seulement si deux a; sont égaux ou si les a; vérifient la
relation (3).

Un raisonnement analogue s’applique aux fonctions a multipli-
cateurs en prenant pour élément simple une intégrale normale de

deuxiéme espéce de fonction a multiplicateurs dans mon Mémoire
du Tome 13 des Acta. ’



