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SUR LES LIMITES RADIALES D'UNE FONCTION HOLOMORPHE
DANS UN CERCLE.

Par M. JurLiuvs WoLrrr
(Utrecht),

MM. Lusin et Priwaloff ont construit des fonctions f(z) holo-
morphes pour |z | <1 ct telles qu’il existe un ensemble E d’argu-
ments ¢, de mesure 27, pour lesquels

lim f(re¥)y =0 ().
r>1 .

Afin de donner une petite extension a ce résultat, nous allons mon-

trer qu’on peut faire en sorte que, pour tous les arguments ¢ de E,

la fonction tend vers zéro pour r—»1, a rapidité donnée d’avance.
En effet, nous démontrerons la proposition suivante :

Soit donnée une fonction croissante §(x) de la variable
positive x, Y -~ pour x-»w% (& croissance aussi rapide qu’on
le veut). Alors il existe une fonction f(z) holomorphe pour
3| <<t ettelle que pour un certain ensemble E d’arguments ¢,
de mesure 27, on a

Iim&{;( ! ).f(/'e?") =o.

ry»1 \1—7r

l. Donnons-nous une suite dé nombres positifs
1> e,} 9>, > >0,
et une série convergente de nombres positifs
T4 e .., Tt (R=1,2, ...).
Posons pour k=1, 2, ...
W ( re=1—su,

t Ri=1—c¢€3kp.

(*) Annales scientifiques de U’Ecole Normate superieure, t. 42, 1925, p. 147.

.
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Soit 74 le plus petit entier satisfaisant a

[ e\t
. —_— <_n
(2) ( R/.) =3 Nky
el posons
3) \o= —
(3) Ap= R?f'r.
Alors
) {Apzm |23 pour | 3|2 Ry,
(1) ~ o
AVE LIRS pour |z | <7y

Le produit infini

() f(z):f[(l—:\/;z"k)

k=1

converge uniformément pour [z|§P <1, p fixe, parce que a
pactic d’un certain-k on a p<ry, donc |Axz"|<ng. 1l s’ensuit
que f(z) est holomorphe pour | 5| <1.

Les zéros du binome 1 — A;5% sont tous situés dans la cou-
ronne 1’4 < 3! < Ry, & cause de (4). Remarquons maintenant que,
B étant un de ces zéros, on a

c ) I
}I—AA-Z”“|>; pour |z —B| = = = 0k
k L
ni AR
¢ étant une conslante positive.
On a
(6) Gk~ — pour k infini.
nj
L'inégalilé
‘ ¢
(7) [1—Agam|>—

ny

subsiste hors des ng cercles y4 de rayon ps et ayant pour centres
les ny zéros de 1 — Ay 3.
Les relations (1) et (2) conduisent &

log L

ne o
8 N~ —— ur A infini.
(8) 1k 2k €24+ po '

De (6) et (8) on conclut que la séric nipx converge, et parce
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que, pour k infini, les modules des zéros de 1 — A;z" tendent
vers un, nous trouvons que les angles, sous lesquels on voit de P'ori-
gine tous les cercles y;, forment une série convergente. Il en
résulte qu’il existe un ensemble E d’arguments ¢ de mesure 27 tels
que le rayon d’argument ¢ ne coupe qu'un nombre fini de ces
cercles yx au plus.

Soit OA un tel rayon, alors OA contient un segment BA, qui
ne coupe aucun y4. Soit 3 un point de BA et

(9) R S L E

Alovs les relations (4); (7) et (8: donnent

(3)E = r~w . [jx 1— Agam . ]] | 1— Az | >

k=1 k=p+1

Y | (o}

0g —

Tip
d étant une constante positive.
Choisissons
1

Evi=n R

Alors log— ~ 2 logp pour p infini.

On a dom‘

(o) L(2)] >(E.21'—521)+|)3/"’7

h étant une constante positive.

Donnons-nous maintenant une fonction continue, positive et
croissante y = () de la variable positive x (croissante vers I'in-
fini aussi rapidement qu’ op le veut).

Soit x =®(y) la fonctlon wverse, donc

q7{¢(.7) =0

1
.. —Lhk
Choisissons pourek--— eky1 leplus grand des deux nombres e

§

1
th(—k—)'q)(k —l)(k_l 2,...)(').

4

1
— -hk
(') Sans nuire a la généralité on peut supposer ®(1)>1 et Se 4 <, de

k=1
sorte que l'on peut substituer les ¢, cl ¢, ., dans (1).



Alors
() . %2 R
De (1) et (9) il résulte

5!/}4—«.'.<1_ r

Donc a cause de (11),
P(p o2)2 ——,

yie(ap—a)) =aptazi( )

I1—r
L'inégalité (10) devient maintenant

)4l

1 1
shp 1Y
If(z)|>¢€ >€g‘ & )
p(ﬁ) tendant vers l'infini pour r tendant vers «n, nous trou-
vons (ue, si 9 appartient a un ensemble E de mesure 27,

) fimisrenl (G ){ T =

2. Dans le paragraphe précédent nous avons construit des fonc-
tions, holomorphes dans le cercle unité, tendant vers I'infini sur
une pleins épaisseur de rayons, a rapidité donnée a 'avance.

Il s’agit maintenant d’en déduire des fonctions ayant la méme
propriété, sans s'annuler en aucun point.

Pour chaque zéro 3x du binome 1——A;z% exécutons la cons-
truction suivante :

Tracons les deux rayons

(13) o= arg Pt s ;“-<L., R
i n}

Diminuons le domaine | 2|1 en omettant les ny domaines
rp<lr <, arg & — up < 3 < argPr+ Mk

Nommons J; le domaine restant. Les ni zéros Bx de 1 — Aysz
étant entre les cercles | z| = ry et ' = = Ry, la fonction

log | 1— Agsnk]

. eét;hargihb‘pigx'ieuains Ax. Ce domaine Ay étant simplement connexe
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on peut trouver une fonction ux, harmonique dans tout le plan
JSini et telle que dans A

, 1
(14) |l()g||——.\,kz"l|-—lt[;l<;—‘
La série Euk converge uniformément pour |3|Sp <1, car &
k=1 ’
partir d’un certain 4, le cercle | 5| <o est dans A;. La série

étant uniformément convergente, la série 2 ui 'est aussi, a cause

. k=1
- de (14).

Donc pour | 3| <<1 la fonction

u(z) =2 ur(z)

k=1

est harmonique. Soit ¢ (z) conjuguée & u(z), donc u(z) +iv(z)
holomorphe pour |z]| <1.

La série z 7, élant convergente, il suit de (13) qu’il existe un
k=1 . t

ensemble F de valeurs de ¢, de mesure 2, tel quele rayon 5 == re¥,
0<r<i est dans A; a partir d’'un certain A, dépendant de ¢. Les
ensembles E et F ont en commun ur ensemble G de mesure 27.

Soit OA un rayon dont I’'argument ¢ appartient a G. A partir
d’un certain & on a la relation (14) pour tous les points de OA,
donc

fog | f(2) | —u(3)

est bornée sur QA.

Donc a cause de (12),

» 'l.i:}%u(req"i)—logql(l_lr)ez—{—w.
Donc

lim
r>1

log]e"+vt|_—log¢( ! r)$=+w,

hme—“—""q;( ! ) =o.

ry1 1—r
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La fonction e~%~* étant holomorphe pour |z|<C1 la proposition
énoncée au début de cet article est démontrée.

3. Comme dans '’exemple de MM. Lusin et Priwaloff 'ensemble
G est de la premiére catégorie : réunion d’une infinité dénom-
brable d’ensembles non denses.

Nous pouvons démontrer qu’il en est ainsi toujours. _

En effet, soit f(z) holomorphe et non identiquement nulle
pour]:]<l et

lim f(re??) = o
r>1

pour les valeurs ¢ d’'un ensemble G de mesure an. Nous allons
démontrer que G est de premiére catégorie.
Nommons E, 'ensemble des valeurs de ¢, telles que

V(i — " e
HEHE
n étant un entier positif et M un nombre positif arbitraire. E, est
un ensemble d’intervalles, ou vide. Je diseque I’ensemble

2 E,=H,

n—=m

> M?

est partout dense, pour chaque valeur de m. En effet, dans le cas
contraire | f | serait bornée supérieurement sur des arcs

1 .
r=1— n=m, m+r1, R <o <9, ?' et ¢” fixes.

G étant de mesure 27, on peut supposercque ¢’ et " appartiennent
a G. Alors |f(z)! est bornée sur les deux rayons OA' et OA"
d’arguments ¢’ et ¢”, donc aussi dans le secteur OA’A",
Mais dans ce cas nous savons que ’ensemble des valeurs de ¢,
pour lesquels lim f(re®) = o, est de mesure nulle ('), Cette con-
rot

tradiction montre bien que H,, est partout dense.
Soit :
lim H,,= H.

m» »

(') Théoréme des fréres Riess (Congrés de Stockholm, 1916).
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Les points de H sont étrangers a G.

H étant 'ensemble commun d’une infinité d’ensembles d’inter-
valles partout denses, donc un résiduel (selon la terminologie
de M. Denjoy), G est de premiére catégorie.

Remarquons que nous avons méme.montré que, si une fonc-
tion f(z), holomorphe pour! z{ < 1, tend vers zéro sur un ensemble
dense de rayons, | z | tendant vers un, les rayons sur lesquels /()
est bornée ont des arguments dont I’ensemble cst de premiére
catégorie. En effet, en notant H; I'ensemble H correspondant
a M=k, on n’a qu’'a remarquer que I'ensemble commun des rési-
duels Hg, A =1,2, ..., est encore un résiduel.

LVI. 12



