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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

DIRECTIONS CONCOURANTES DANS UNE VARIETE METRIQUE
A n DIMENSIONS;

Par M. A. MvyiLEr.

1. Dans une Note publiée dans les Rendiconti della R. Accas
demic dei Lincei, 5¢ série, vol. XX XTI, p. 33g. nous avons intro-
duit Ia notion de divections concourantes au sens de M. Levi-Civita
sur une surface ordinaive. M. Octave Mayer (V) a montré que cette
notion est susceptible de nombreuses et vaviées applications dans 1«
Géometrie différentielle des surfaces. Dans ce qui suit nous altons
montrer que cette notion de directions concourantes sorties des
points d'une courbe, établie dans le cas d'une surface ordinairve,
peut étre étendue au cas de Uespace métrique riemannien & un
nombre quelconque de dimensions.

2. Considérons une variété métrique S, a m dimensions définie
aaide de la forme quadratique différentielle

(1) ds? == Sa;; du; duy (6, k=1,2, ..., m),

OU Uy, Uy, ..., ity sont les coordonnées d'un point quelconque de
la variété. Supposons que cette variété S,, est immergée -dans unc
variété cuclidienne E, a n dimensions. Cela est toujours possible si n
est suffisamment grand. Soit G une courbe tracée dans S,,. Imagi-
nons que, de chaque point M de C, parte une direction dans S,,.
Une telle divection peut étre définie a I'aide d’une droite g tangente

(') Annales scienlifiques de l'Universite de Jassy, t. X1V, p. 169-204.
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ituée dans la variéteé euclidienne E,,.

en M a la variété courbe S,, et
Sur chaque droite g considérons un point M’ et soit C' la courbe
lien de ces points. Soit ¢ la tangente en M a la courbe C' et soit E,,
la variété linéaire tangente en- M i la variéié S,,. Nous divons que
les directions g sont concourantes au sens de M. Levi-Civita si Pon
peut choisir les points M de telle maniére gue toute tangente ¢/ soil
perpendiculaire a Pespace linéaive correspondant E,.

Pourjustifier la dénommation de directions concourantes, voyons
ée qui se passe dans le cas particulier ou Sy, est une sarface ovdi-
naire S, et pav conséquent E, ost Pespace orvdinaire Ey. Les E,,
sont des plans Ey tangents a la surface le long de G.qui engendren
une surface développable D. Fixons les direetions g surD et applhi-
quons cette développable sur un plan. Dans cette application, un
plan tangent quelconque E} viendra se vabattre sur le plan tangent
infiniment voisin E, en tournant autour de la droit: d'intersection
de ees denx plans. La droite MM étant perpendiculaive an plan E,

* viendra se poser aprés Papplication sur le

le poimt M*" de g
point M de g Cela a hicu pour tous les points M’ et par conse-
quent dans le cas des surfaces ordinairves les divections conconvantes
au sens de M. Levi-Civita sont celles qui deviennent concourantes
au sens ordinaire aprés Papplication de la développable sar un

plan.

3. Pour ctablir les ¢quations différentielles de la concourance
dans le cas général, nommons xy, x.. .... r, les coordonnées

tal

d’un 'mim (luvl(tnnqm- de l'(-.sp.lcu crclidien E,.. Soient
(2) =iy Uay oo W) S (E=102, couo )

les équations de Fespace courbe Sy, que nous avons supposé plongé
dans E, et
&= ()
les équations de fa courbe G ou s représente I'are de cette courbe.
Soiént encore :
a;=a;(s)
les -cosinus divecteurs de la droite g sortie de M et p(s) la dis-
tance MM'. Les coordonnées de M’ seront

zi(s) -+ p(s)x(s)
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t les parameétres directeurs de la tangente ¢ dans ce point a la
(mn}w Y seront

dr; dg otl::,-
& T I

Paree que fa courbe G est dans Sy on obtient, de la formule (2),

] dx; ox; .
3 = —u (h=1,2.....m
) s duy, h ) ’ »
h

ot wu;, sont les paramétres directeurs dans S, de la tangente a C.
De méme parce que les droites g sont tangentes 4 S, on a

ox; —
(4) 1,_20:, u, (h=1.2. ..., m).

ol uh sont les paramétres directeurs dans S, des droites g.
Pour exprimer que ¢ est perpendiculairve a Pespace linéaire E,,
' tangent en M a Sy, il suffit d’exprimer que ¢ est perpendiculaire a
toute direction sortant de M tangente a S,,. Les paramétres divec-
teurs d’une telle direction sont donnés par

3o = d.l‘,'su i=1,2. e n
= e duy K k=1,2, ..., m
k
La condition de perpendicularité est
Sﬂ dz; = ds a ;] oz; sl = o
| s T TP oup kT
i k

qui doit ére vérifiée pour tout duy.
Remplacons dans cette formule

dz; da;
= a;, fal
ds ds

per leurs valeurs tivées de (3) et (4),
dx,- " do Q 9z; —,
2 % [ du/ ‘ +7/: m “n

dx, tlu,, »rz; -, “ ar; | _
( 9z, ds dun du; 0 >] [Zmouk]‘—o.

hl k&
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Ecrivons que le coefticient de dug est nul et transformons-le a I'aide
des formules connues
dl‘,‘ d.’l'[
duy duy
i

Vi’l Pz [kl
hnd Dt dupdu; | k|

= Apki (i:].‘), oy n),

Nous obtenons

P dp ani a du), R hty-

3 - 3 b O | — e ] Uy ;= o.

E hkp ==, E hk /.-rv; bk~ A E I3 rUp=0
h h

h

h

En multipliant par ¢ ¢t en sommant par rapport a k nous obtenons
les équations de la concourance

sy e Ao V1) o
(5) ¢ + s M Wi p S U up=0 (e=1.2. ..., m).

ds )
i
Si'on ¥ joint lIa relation
E AU =1
ik

ona ainsi un systéme de m 41 ¢quations pour déterminer les ne 1

inconnues ', R 7N

2 m* oy
On observe que ces équations sont intrinséques, elles dépendent
seulement des éléments de Pespace S, et non de ceux de l’espucv
auxihaire E,,.
On peut donner aux équations (5) une autre forme. Mettons
sup=t

i
et remplagons aprées Farve s par une autre variable quelconque ¢ en

farsant la substitution

On obtient

ot du; AN il I duy
(6) T at a0l
nt

=0 (i=1,2, ....,m).

4. Comme application, nous allons introduire la notion de sur-
face de Peterson dans un espace quelconque. Elle se présente
comme une extension de idée de surface de translation dans un

espace riemannien due i M. Bompiani (').

(') Comptes rendus, t. 169, p. 840. — L. BianNcui. Lezioni i Geom. differ.
3¢ édition, vol. il, p. 8og.
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Nons dirons qu'une surface g, de Pespace courbe S, est une sur-
face de Peterson quand on peut tracer sur elle deux systéemes de
courbes de telle maniére que le long des lignes de chacun des deux
systemes les directions tangentes aux lignes de Pautre systéme sont
concourantss au sens de M. Levi-Civita par rapport a I'espace

\
ambiant S,,.

Prenons les deux systémes de lignes comme lignes coordonnées
¢l sotent
«7) zi=2z{(u, v) (=12, .. ,m)
les équations de g,. Parce que le long des lignes ¢ = const. les direc-

tions des lignes w = const. sont concourantes on met, dans la for-

mule (6),

w; = x;, t=u, L=, v\zii
’ dv
ot cotte formule devieni
Rz; 1 s dx; 1 dx; \ h 1 |dxy ox; _
®) duoge ¥ 7 ou 90 R e Rk

(I=1,2,....m).

De méme pour exprimer que les directions des ¢ = comst. sont
paralléles le long des u = const. on met, dans (6),

dzi
ui= x;, t=v, ti=<(u, v)~d—u
et I'on obtient
Pz 1 dx; 1 0 dx; 5 h 1) oz, dx; _
N A mha‘u?ﬁ’f’z; P\ du ae =0
il

(i=1,2, ..., m)

On obtient ainsi les 2m équations différentielles (8) et (g) qui
en général ne pourraient pas étre satisfaites par m fonctions (7).
Mais on peut profiter des fonctions arbitraires ¢ et T pour réduire
le nombre des équations a m. En effet, chaque équation (8) est
identique a sa correspondante (g) sil'on a en méme temps

193

s du

1dr 1
T s

< dv

1
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On trouve l'intégrale de ces équations en posant

L_UrV sV

==y =

U ¢t V étant des fonctions de « respectivement ¢ et U, V' leurs
dérivées. Siapres avoir imtroduit ces valeurs dans (8) on remplace
les variables w, ¢ par des variables nouvelles U, 'V on obtient, en
éerivant w, ¢ a la place de ULV, les équations

(10) t);.‘r, ‘1 S h 1) dzy dx; 1 odr; d.r, _
Judv = hmd| ¢ | Ou Jv w+e\duw ' o) o
al -

Ou a ainsi le systeme d'équations aus dérivées particlles des sur-
faces de Peterson dans S,,.Ce sont des ¢quations dutype hyperbo-
lique dont on sait quelles admettent un systéme unique de solu-
nons telles que

zi(u, by =[f(u), Liav) =z (t=1.2. ..., m),

Ji ety étant des fonetions données.

Sous forme géométrique ce résultat dit que, étanl données dans S,
deux courbes qui se croisent, on peut toujours faive passer par
clles une surface de Peterson.

Quand S,, est Uespace ordinaive Ey on obtient les strtaces ovdi-
naires de Peterson (*).

(') Annales de Toulouse, =° série, t. V1I, 1905, p. 46.



