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SUR LES CONDITIONS D'APPLICATION DES EQUATIONS DE LAGRANGE
A UN SYSTEME NON HOLONOME;

Pan M. Henwr Becuin.

M. J. Hadamard (') a étudié d'une maniére générale les cas on
les équations de Lagrange s'appliquent au nombre minimum de
parameétres pour un systéme matériel soumis a des liaiso s non
holonomes.

Il en est ainsi dans le cas particulier ou les équations de liaison
aux différentielles totales forment un sysiéme complétement
intégrable. L’établissement des équations de Lagrange, sans intro-
duction de multiplicateurs, suppose en effet deux choses :

1° Les coordonnées de tout élément pourvu de masse doivent
pouvoir se représenter, avant toute considération dynamique, par
des expressions en termes finis de la forme f(q., q2, ..., g4, t),
o ¢y, ..., gsdésignent un nombre fini de paramétres, et ¢, le
temps.

2° Dans tout déplacement dq,, ..., dga, (dt =0), le travail
élémentaire des forces de liaison est nul.

Dans le cas particulier considéré, le systéme est supposé dépendre
de k parameétres q,, ..., qx et de ¢, Liés par kK — h équalions non
holonomes. Ces k& — h équations étant supposées pouvoir s’intégrer
permettent de calculer & — A paramétres en fonction des A
autres ¢, ..., qs, et de t; de sorte que la premiére condition
énoncée est remplie : les coordonnées de tout élément pourvu de
masse peuvent s’exprimer en fonction de ¢, ..., g, t.

D’autre part, le déplacement dq,, ..., dgi(dt=o0) étant
compatible avet les liaisons telles qu’elles existent a l'instant ¢, le

(') Mémoire de la Sociéte des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux,
1895.
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travail des forces de liaisons est nul dans ce déplacement, si les
liaisons sont réalisées sans résistances passives (réactions normales
en tous les conlacts comportant un glissement, réactions obliques
sans couples de résistance au roulement ou au pivotement en tous
les contacts ou le glissement est supposé nul).

Je me suis proposé de chercher, — étant donné un systéme de
solides en contact entre eux ct avec des ohstacles étrangers fixes
ou de mouvement connu d'avance en fonction du temps, les
équations non holonomes exprimant uniquement des conditions
de non-glissement ——, si I'on peut reconnaitre a des signes géomé-
triques simples les cas .o ces équations non holonomes forment
un systéme complétement intégrable.

Ainsi, par cxemple, pour deux profils invariables S et S,,
mobiles dans un méme plan, et assujettis a ronler sans glisser Pun
sur I'autre, la condition de non-glissement, une fois écrite la con-
dition de contact, peut s'intégrer sous la forme

s—sy=C.

ou s et s, désignent les abscisses du point de contact, sur les deux
profils et C une constante. Cette condition ne constitue donc pas
un obstacle a I'application des équations de Lagrange.

D’une maniére plus générale, les conditions de non-glissement
sont complétement intégrables et, par suite, permettent 'appli-
cation des équations de Lagrange sans multipticateurs, toutes les
fois que l'on connait d’avance, avant toute considération dyna-
mique, les trajectoires, sur les corps qui roulent sans glisser, de
leurs points de contact.

Je suppose, par exemple, qu'il s’agisse de deux solides S et S,
limités par des surfaces tangentes 'une a I'autre. Leur position
relative peut se déterminer par u«, v elLu,, v,, coordonnées curvi-
lignes du point de contact I sur ces deux surfaces, et par 6, angle
en I des lignes u = const., u, = const.

La connaissance des trajectoires de 1 sur les deux surfaces
entraine la connaissance de relations de la forme

u=g¢(»),
Uy = ‘Pl(v’ )7
0 =4¢(u, u,),

s(u)—sy(u) = G;
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les cing. paramétres u, ¢, 1, v, 0 se réduisent ainsi & un seul, en
fonction duquel ils s’expriment en termes finis, de sorte que les
deux conditions d’application des équations de Lagrange sont
remplies.

Ainsi; par exemple, les équations de Lagrange s’appliquent
sans multiplicateurs a un solide roulant sans glisser sur an solide
fixe qu’il touche en deux points; car, dans ce cas, les trajeetoires
des deux points de contact peuvent se délerminer par des considé-
rations purement cinématiques.

Si l'un des solides S est limité par une aréte curviligne tangente
a la surface du solide S, leur position relative peut se déterminer
par u, paramélre fixant la position du point de contact I sur cette
aréte, u, et v, coordonnées curvilignes du point I sur la sur-
face S,, 9, angle de la tangente a I'aréte avec la ligne u, = const.,
a, angle du plan osculateur a 'avéte avee le plan tangent a la sur-
. face S,.

La connaissance de la trajectoire du point 1 sur S, entraine la
connaissance de relations de la forme

w=9(e) 0=4(w, uy), s(w)—s(w)=7C;,

les cinq paramétres se réduisent a deux w« et a, par exemple, liés
aux autres par des équations en termes finis, et les équations de
Lagrange s’appliquent au nombre minimum de paramétres.

Voici encore d’autres cas ou les équations exprimant des condi-
tions de non-glissement sont complétement intégrables :

J'imagine deux solides S et S, dont les surfaces soient appli-
cables 'une sur l'autre : je les suppose assujettis a se toucher enun
point occupant sur ces surfaces des positions homologues avec
raccordement des directions homologues. Ces conditions, sup-
posées réalisées a chaque instant, entrainent le non-glissement des
surfaces S et S,.

Or, ces conditions peuvent s’exprimer sous forme holonome :

u=u; v =vj; 6 =o;

deux de ces conditions pourraient évidemment étre remplacées
par les deux conditions de non-glissement, de sorte que ces der-
‘niéres sont manifestement intégrables, et les équations de Lagrange
s'appliquent au nombre minimum de paramétres.
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Ainsi, elles s’appliquent a deux solides de révolution identiques,
dont les axes se rencontrent, qui initialement se touchent en un
point occupant sur les corps deux positions homologucs, et qui, en
outre, roulent sans glisser I'un sur l'autre en ce point. Ces deux
corps restent constamment symétriques par rapport a leur plan
tangent commun.

Je vais établir que ce sont la les seuls cas o les équations
exprimant des conditions de non-glisscment entre solides sont
complétement intégrables :

Soit donc un systéme de solides invariables en contact entre eux
et avec des obslacles éirangers fixes ou de mouvement connu
d’avance en fonction de ¢. En certains de ces contacts, le glis-
sement est supposé nul. Je vais établir que les équations expri-
mant ces conditions de non-glissement ne sont complétement inté-
grables que si ces contacts rentrent dans l'une ou l'autre des
deux catégories suivantes :

a. Contacts tels que les trajectoires du point de contact sur
les deuzx coros qui se touchent soient connues d’avance, avant
toute considération dynamique;

b. Contacts entre solides limités par des surfaces applicables,
le point de contact occupant des positions homologues sur les
deur surfaces, avec raccordement des lignes homologues.

Je suppose donc un systéme dépendant des paramétres ¢q,, . ..,
qx, t, liés par r équations de non-glissement

alg)+...+afq;+a=o,

Ce systéme est supposé complétement intégrable, c’est-a-dire
équivalant a » équations holonomes obtenues par intégration et
contenant, de ce fait, des constantes arbitraires que je ne figure pas.
Ces équations peuvent étre résolues par rapport aux r para-
meétres gay1,y - .., ¢k (on a posé k = h + r), de sorte que les coor-
données z, y, 3 du point de contact I de deux corps S et S, rap-.
porté au corps S, et les coordonnées z', y', 3/, par rapport a des
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axes liés a §" sont des fonctions de ¢, ..., gpett, etl'on a

). Jd.r Jr
L2 250 e — il

! Jdy, A+ + 1y dqn+ at ot

dy =

A=
- o' J.’

o - W”’/{*".. 4.')(/ I/t//,+ -D[(//

Ay

Az = e

Les déplacements dy,, ..., dq, impliquant le non-glissement
en tous ces contacts, les deux déplacements dxz, dy, ds et dua’,
dy', ds' sont confondus en grandeur et direction; il en est ainsi
en particulier pour les &+ 1 déplacements obtenus en faisant
varier o, ..., (ay t séparément, déplacements qui sont deux i
deux identiques dans le plan tangent commun aux deux corps S
et S’ considérés.

Deux cas sont a distinguer :

19. Lesh —+ 1 déplacements élémentaires du point de contact |
des corps S et S' ont tous le méme support. Dans ce cas, les
dérivées partielles de x, ), z, par rapport a ¢,, ..., ga, ¢, sont
proportionnelles, ou, ce qui revient au méme, les déterminants

fonctionnels
Dy 3) b(r. 5)
D ¢;. 1/,"», ’ “((/,'./)7

sont nuls. On sait que, dans cas, z et ) sont liés par une relation
indépendante de ¢y, ..., g4, ¢, et de méme ) et 3. En d’autres
termes, le licu de | sur la surface S est déterminé en dehors de
toute considération dvnamique: il en est de méme du lieu de |
sur la surface S'.

2°. Les h+1déplacements élémentaires du pointde contactl
des corps S el S’ n'ont pas tous le méme support. Je suppose,
par cxemple, que les déplacements correspondant a dy, et a dy,
aient des supports différents. Si je fais varier ¢, et ¢, en laissant

. . . .. dg, . .
fixes qa, ..., ¢n, t, e puis choisir q. de maniére a donner au

déplacement de I, dans le plan tangent commun a S et S/, telle
direction que je voudrai, et, par suite, choisir arbitrairement la
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trajectoire du point I sur I'un des deux corps S ou S'. Ces trajec-
toires ne sont donc pas connues d’avance. On voit, en outre, que
le fait que les positions du point | sur les deux surfaces dépend
des paramétres ¢, et ¢ établit une corespondance ponctuelle entre
ces surfaces.

Mais, d’aprés la propriété fondamentale du non-glissement, cetle
correspondance conserve les longueurs, de sorte que les surfaces S
et S' sont applicables, elles se touchent en des points homologues
ct les courbes homologues (trajectoires éventuelles du point T) se
raccordent en ce point.

I est ainsi établi que se sont la les seuls cas d'intégrabilité des
équations non holonomes exprimant des contacts sans glissement.

Par exemple, la condition d’intégrabilité n’est pas remplie par
le roulement d’un cerceau sur une table, la trajectoire du point
de contact sur la tableétant inconnue; elle est remplie par le rou-
lement d’une sphére sur. un plan et sur un cylindre fixe dont les
génératrices sont perpendiculaires au plan; mais elle n’est pas
remplie si le cylindre, supposé de révolution, tourne autour de
son axe, d’'un mouvement donné en fonction de ¢; dans ce cas, en
effet, les trajectoires des points de contact sont connues sur le
plan et sur le cylindre,-mais inconnues sur la sphére, etl’on ne peut
appliquer les équations de Lagrange sans multiplicateurs.

Il est intéressant de remarquer que la condition pour que deux
surfaces applicables S et S" se touchent constamment en des points
homologues avec raccordement des lignes homologues est que la
condition soit remplie & I'instant initial et que, ensuite, le pivo-
tement soit nul.

Soient, en effet, C et C' les trajectoires du point de contact I
sur les surfaces S et S'; 2 et X', les développables circonscrites
a C et C le long de C et de C'; elles sont tangentes en I; soit P
un plan roulant sans glisser sur X de maniére a coincider cons-
tamment avec le plan tangent en I; de méme, P’, un plan roulant
sur X',

. , P’ .
Le glissement en 1 étant nul, le mouvement p st une rotation

" autour de la normale en I.
PI

. ) s ' PP
Cela posé, le mouvememt - se décompose -en PP S Le

S
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premier et le troisiéme sont des roulements autour des génératrices
de X et de X' passant par T; le deuxiéme est une rotation autour

N

de la normale; il en résulte que cette relation v n’est autre que
. > s’

le pivotement- » du mouvement g

Or, [ décrit dans P une courbe y; dans P’, une courbe 4. 5 et

. P R
C sont homologues dans le roulement ,;, donc ont méme centre de

courbure géodésique K, puisque la déformation des surfaces con-
serve la courbnre géodésique; de méme ' et €/ ont méme centre
de courbure géodésique K.
3 e . , P’ L.
La formule d’Euler-Savary appliquéc au mouvement P s'éeril

1 1 [0}

ITTAR
on V désigne la vitesse du point I ; elle fait connaitre la relation
entre la différence des courbures géodésiques des courbes G et C
et le pivotement. Pour que les courbes C et € soient homologues
dans la transformation qui applique les surfaces S et S’ I'une sur
I'autre, il faut etil suflit qu’elles aient méme courbure géodésique;
donc que le pivotement m soit nul.



