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SUR L'ITÉRATKW
DES FONCTIONS HOLOMORPHES DANS UN DEMI-PLAN ;

PAR M. JULIUS WOLFF

(Utrecht) .

On sait que, si f(z) est holomorphe dans un cercle C et telle
que toutes ses valeurs sont dans C,\los itérés z^=f(z\
zï=f{^\)^ etc. tendent vers une limite (3, qui ne dépend pas du
point initial ^ ( ( ). Le but du présent article est l'étude des direc-
tions dans lesquelles Zn peut s'approcher de (3, dans le cas que (3
est sur la circonférence G. Sans nuire à la généralité nous suppo-
serons que C est le demi-plan x > o et |3 le point à l'infini. Alors
on a x\ > x^ sauf pour les fonctions f{z) = z 4- bi.

1. Soit /(s) =f{x -4-y/)= j?i -j-yi i holomorphe dans le demi-
plan D(oC ;> o) et soit x\ ̂ > x pour chaque point z deD. Ecrivons

/( .r, 4-yii) ==/,(3) =r .y,-,-y3/, etc.

La suite x^ ^2? • . . étant croissante, ai :elle eônveçge pour un
point z de Q, elle converge dans D.

Premier cas : la suite Xn converge. — La convergence'est uni-
forme dans toute partie bornée et fermée de D, et la d'onction

limite a{z) est harmonique.dans D. En notant j- ta différentiation

suivant la normale du chemin d'intégration, dans un sens conve-
nable, on a

J/14- i—yn = I —— cis -> (pour n infini) J —,^=,6(^).

la convergence étant uniforme dans toute partie bornée et
fermée de D.

( * ) Comptes rendus, 1. 182, 1916, p. 42-43, 200-101, aSS-a^ et 918-920; t. 183,
1926, p. 5oo-5o2.



De plus on a

donc
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•y n + 1 — ^ it ~~^ ^i

s,,-4-i— s,, ->• i b { z ) .

La fonction /6(^) est holomorphc dans D, sa partie réelle est
identiquement nulle, donc b(s) est une constante b.

Nous trouvons ainsi que Zn^.\ — Zn tend pour n infini vers une
constante imaginaire ib. Diantre part, Zn tend vers l'infini.
car x,,^ >^.

Pour préciser la conduite de Zn pour les grandes valeurs de /î,
nous allons démontrer que b n^est pas nulle. Soit ci\z) une fonc-
tion conjuguée de la fonction harmonique a(^), de'sorte que

a(z ) -h ia( z ) = A ( z)

est holomorphe dans D. Il esl évident que

a{ J i ) == a(z }.
D'autre part,

r^ôa , ,. /> : l<Àr„
— a { z } = ^ j — ds = lirn / -.—as == lirn(y,,-n —r,,)= 6.

J, ^r /»>^J. ^t' n^x> •'
a ( z^ ) — ^ ( 3 ) = = l -y-rf^ = lirn / —^—ff^==lirn(^,,-n—j',t

1 3

11 s'ensuit
A (̂  i } =^ A ( 3 ) -4- &(.

La fonction A(^), holomorphe dans D et dont toutes les valeurs
sont aussi dans D, satisfait à l'équation Schrôderienne

A \f( z ) } == A ( 3 ) L- bi.
Supposons b = o.
Posons :

maximum de a ( z ) sur le segment z,i Zn+i = M^.
Alors

M,,^a(3,ï) -h | J«4-i— .s,,|.f mux. de| ^'(2) \ sur ^5,,-n).

Mais nous savons que

A^)|^ 0),

donc
M,, <a^ )-+-.[ J, ,+,—3j—1 ..y».

( * ) Comptes rendus^ t. 183, 1920, p. 5o<)-5<»2.
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Par conséquent, à partir (Tune certaine valeur de n^

M,.<———-a<^———-.
_ I -"/f-t-l — ^ ' n l_

car \Zn^ï — Sn\ tendant vers zéro et x,^ vers a(z), le quotient tend
vers zéro. Nous concluons que 0(2) est bornée sur l'ensemble des
segments ^n^n+i - Or

,=/(^-M)-/(\-,,)= f n"f\2)dz=

' in

,3^, . ^ Z n t t

1 z } f / Z --= f " \\'[z)f/z—f n"' \^(z)—f{z)\dz =
^n ^n

--/^"^iA^--)-/'^)!^,

car A.(5,,+i) =A(^,,). ^ .
La partie réelle de la fonction A {z) —/(^)î holomorphe dans D,

ét;int positive, nous savons que

^-f^a(^<a-^,
donc

| Zn^— Zn^ \ < \ ̂ 4-1— ^n \. (max. de a-{-^^-x- sur le segment Zn Zn.M j .

Mais'sur le segment Zn Zn^.\ on a

a(z)—x< a(z)—Xn^a(zn')—.Cn— \Zn+i—Zn\-(ma\. de 1 A'^)!)
, / - a(z)\

^a( Zn) — ^n-t- 1 Zn-^\— Zfi\- [ max. de — — 1

M,,. | ^/<-n — z^
< a( Zn)——^n^- ———————————— ->0.

"rn

H

II s'ensuit que z/l^î~ zn+} tendrait vers zéro, d'où résulterait
^'n+ï — zn

que Zn tend vers une limite finie.
Cette contradiction montre bien que b -^- o.
Nous connaissons maintenant assez précisément la conduite

de Zn pour n grand, dans le cas de convergence de la suite Xn ''
pour tous les points initiaux z l'incrément Zn^-\ — Zn tend vers la
même limite imaginaire ib différente de zéro.
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2. Donnons un exemple (Tune fonction se trouvant dan» le
premier cas. Posons

j, ==- j4- ^ -4- i.

On a

•r—-^-,^^'

• J^ l~r— I~^î^

s,» -> x., donc 3,^1 — ̂  == — -t- / —> i,3 M
J^-i—y,,-).!,

j',t <^ n^
ac

^—<'°"verge,

.^.<..^^^.^(^^).

I^P produit infini pj ^ 1 4 - -^) étîint convergent .r,. tend vers

une limile finie. Dans cet exemple la constante b est égale à
Punité.

3. Deuxième cas : la suite ./•„ diverge. — On sait que dans
chaque angle

— ^ —e^rg3^ — g ( e >(»,) ,

la fonction z "'/(<;) tend pour ; ^ j infini vers une limite /. récite,
tinie et au moin-s égale à UN ( < ). Posons

.; — /•^/, z,, == /•„<?/<*,

9 et 9,, entre — -11 et -: •

THÉORÈME. — Si / > i e^ si pour m point z^ de D la suite des
nombres \ tang<p,,| est bornée^ alors pour chaque point s de D
9,1 tend vers une limite.

Remarquons d'abord que pour tout point ^ de D la suite

' ' ) Comptes rendus, t. t83, 1926, p. 5oo-5o2.
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' tang'(p,,| est bornée. C^r dans le cas contraire il existerait un
point a de D et une suite partielle p—>co^ telle que, par

exemple, ^ p (a) -> -1* De cette suite ( p ) on pourrait extraire une

suite (y), telle que la suite des fonctions

ç3)<,(7)—fl0î /^(31

convergerait dans D vers une fonction holomorphe. 9y(^) tendrait
vers une fonction harmonique dans D, ayant forcément son maxi-

mum au point a, elle serait partout égale à - ^ > contrairement à

l'hypothèse que i tangcp,,(^o)i est bornée.
On sait que

^ ( .r î — ./-„ y -r- (y^\ —y'n Y
" ~ { Xn+\ -4-- JCn )2 4- (^^4-1 — rn V

ne croît jamais arec n (* ) . Elle tend donc vers une limite < i.
Donc

(^,^i—^)*-4-C7;,-n—ya)2

- ^ > 4 ,
./*/( "F/(-(-!

^n-h.i , <>

donc

Mais

{yn^—yn^
.-^(^—\—\-i—^)\.

^,,-n= Xy,,4-o(.r,»),

par conséquent, v ^" •!/ yx* tend vers une limite, et parce que

^>i :
y]t . A-, _ A^--(X-+-i)2
^ (î<-i)2 '

PourÂ'==o^ona9»-^-o.
Pour k -=^ o, nous pouvons écrire

y,,4.i== ^/t-i-o(yn),

d^où la conclusion que |y,< | finit par croître.
Donc cp» a une limite, dépendant en général du pomt initial s.

( 1 ) Comptes rendus, t. 183, i9'26, p. âoo-5oa.
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4. Supposons maintenant que t == i. Alors

y(s) = s -i- ro( s).
^(s) est holomorpho dans D et sa partie réelle est, partout posi-

tive. Même chose pour —— • On sait donc que dans chaque angle.

-^-^?^-^ ( £ > < > ) ,

la fonction zisj(z) tend vers une limite p réelle et positive, qui
peut être infinie.

THKOHÈME. — Si À == i, p-< oo et s/pour VN point z^ de D la
suite des nombres \ tang yj est bornée, alors pour chaque p nntz
de D Q,, tend vers zéro.

En effet, d^abord la suite | tang y,,) est bornée pour chaque z
de D (^ 3). On a donc

^)=^-o(,).

Soit h un nombre positif. La formule pour w(z) nous apprend
que si [ 9,, l ^> h et n assez grand, ' 9,,_^ ' <' !<p/J. De plus elle nous
apprend que 9,,^i — 9,1 tend vers zéro. On en conclut
que j <pni << 2/1 pour n assez grand, et puisque /( était arbitraire il
est démontré que 9,, tend vers zéro.

,^. Rien n^est démontré dans le cas ). == i , p ==oo. Les exemples

y( 3 ) == z -^- a 4- ^ '̂ ( a > o )
et

/( 3 ) = î -r- s -' -\- i

montrent que 9,, peut avoir une limite : arc lang — dans le premier

exemple, t- dans le second.

THÉORÈME.— Si 7 = i et si pour UN point initial z^ V angle

9/< (^o) a Hne liraite y, si en outre pour ce point ZQ la sériiî ^, —
Jcd Xn

0
diverge^ alors pour tout autre point initial z V angle <^n(z)tend
vers la même limite y.
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D^abord : si y =±-9 un raisonnement semblable à celui du

paragraphe 3, que nous laisserons au lecteur, montre que la pro-

position est juste; et la divergence de "V -I- devient superflue.
Jkd JT n

0

Supposons donc | y \ << - Pour chaque point z de D | tang fn \

est bornée (§3). Si le théorème n'était pas exact, il y aurait un
point a de D, et une suite partielle p -> oo, telle que

<^(a)->8^v.

De celle suile (p) on pourrait extraire une suite (y), telle que
la suite des fonctions

(,<p,(»)-ilogr,f2)

convergerait dans D vers une fonction holomorphe F(^), ayant

même valeur en tous les itérés Zn de Zy, car zv^k--^ i pour A-fixe.
Zq

•o

Or, la divergence de la série V-1- entraîne que F(^) est une
^à Xn,

o

constante ( < ) , en contradiction avec ô^y, et le théorème est
démontré.

6. Nous allons maintenant montrer, par un exemple, que
dans le cas À == i , p == oo Fangle 9,» peut ne pas tendre vers une
limite.

Considérons la fonction
TC

f(z) = z -l-^-i- • i e ' 1 ,

5' étant e~V(cos logr+isinlogr), |9 l< î t-

On a donc
îi

Zn-^i = -Zn~^~ 2ff 2 -+- e~y»»(coslogr^-(- ninlogr^).

L/argument de Zn^.\—Zn est toujours entre •—^ ^ A * ^ en

( 1 ) Théorème de Blaschke {Leipz. Berichte, mai 1918).
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résulte que les limites possibles de < ,̂, sont au plus égales à ?ï en
valeur absolue.

Soit ^o un point initial arbitraire. Pour n assez grand on
aura r^, > r,, el

n
A ^ r,/4_i — /•,/ ̂  ! ^,^1 — ̂  i ^ •\ e '1 » A > o et constante ).

Donc

~^±—>l' logr,,+i—logr,,-^o.

On en conclut que l 'argument de z1 finit par varier à degrés
insensibles.

Supposons maintenant
Hm?,,= s.
n>x

Alors le module de z1 tend vers e'V et l^ensemMe des limites d^
de l'argument de ^,^^ — j,, est le segment

—tircs in [ ^-e~~^~^ ) ^ ^^a rcs in ( - e~^~T ) •

11 existe dans ce segment une valeur ^~^- 9.
Donc pour une certaine suite d'indices p -->• oo l'argument ^p

de -3^_(_, — 5^, dinere de 9 d'une quantité plus grande qu'un
nombre ae , positif et fixe.

Soit p un de ces indices. Considérons les indiens p-^ i,
/?+'>. , . . . , / ? 4- À tels que

i1^-^— ̂  i < c «'= i , •> , . . . , À- >.

Pour que cette inégalité ail lieu, il suffit que logr?.^—log/1^
soit plus petit qu'un certain nombre YÎ, indépendant de p ,

Or
TC

'>-+./-— '</^ '̂  î <,

TC

'̂ î̂ iilL.
^/^ - rp

11 en résulte que

k > C /^, | Zp^k— z,, i > l>r^, arg(5^^— ̂ ) > y -4- »,
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C et D étant des constantes positives et arg Zp->^. L/angle sous
lequel on voit de l'origine le segment ZpZp^h finit donc par rester
supérieur à une quantité positive et fixe, en contradiction avec la
convergence supposée de <p,,.

lt TC

Remarquons que Xn^—Xn est entre e^el ' ^ e 1 , donc '-H est

entre ces deux nombres, d^où la divergence de ^. — • Cependant

pour chaque point ^ de D y, n'a pas de limite.
D^autrepart on démontre facilement (par exemple en raisonnant

comme au paragraphe 5) que les seules hypothèses y -1- divcr-^— •f'ft
gente et À == i ont pour conséquence que pour deux points quel-
conques a et (3 la diflerence ^(^O — ?n(P) tena vers zéro.


