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SUR L'EFFET PENDULE SPHERIQUE
DANS L'EXPERIENCE DU PENDULE DE FOUCAULT;

Par M. Jiay Chazy.

Les théories qu'on donne dans les Cours de Mécanique ration-
nelle sont insuffisantes pour expliquer complétement 'expérience
de FFoucault, et les expériences analoguces faites avec des pendules
d'un métre de longueur, parce que dans ces expériences Pampli-
tude des oscillations ne peul étre considérée comme trés petite.
On remarque cependant que dans T'expérience de Foucault la
rotation des axes de I'ellipse, que nous appellerons 'e et pendule
sphérique, est de sens direct comme la vévolution sur Iellipse, et
ne saurait en rien expliquer la rotation rétrograde observée de
ces axes. Mais « priori effet pendule sphérique pourrait étre une
fraction importante de cette rotation et la diminuer notablement,
¢, au contraire, si la révolution sur lellipse et I'effet pendule
sphérique étaient rétrogrades. cet effet pourrait masquer la vota-
tion due a la force centrifuge composée. Or 'on peut ajouter
précisément que dans Uexpérience de I'oucault U'eflet pendule
sphérique est une fraction extrémement petite de lu rotation
retrograde observée. Ce résultal est nécessairement contenu (')
dans les théories complétes données de I'expérience de Foucault;
je voudrais le démontrer ici par un calcul qui sans doute ne peut
trouver place dans un cours oral, mais cependant relativement
simple.

Nous considérons P'angle O, variation de l'azimut du pendule
guand il passe du paralléle inféricur au paralléle supérieur, et
qui est donné cn fonction du rayon ! de la sphére et des cotes
et B de ces deux paralléles extrémes, comptées a partir du centre

(') Voir notamment TISSERAND, Bulletin des Sciences muthémutiques, 2® sirie,
1. H.a8Re, p. 453,
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positivement vers le haut, par la formule connue (*)

26:‘;‘/‘ri 2 V(L= a) (L4 B)y(l—a)(l—3)ds
x (12—

)\ (3—a)(3—3z)[(a+ 3)s— 4+a3]

Et nous allons mettre en évidence le développement le plus
direct de U'élément d’intégration suivant les puissances de lu
variable z + I. Faisons le changement de variables

s 4l =u. a1 = u,, 341 =u,.

et développons cet élément suivant les puissances de u, pour
arriver finalement au développement de ’angle ® suivant les puis-
sances des nouvelles cotes u, et u,. Remarquons que le dernicr
facteur placé sous le radical du dénominateur est égal a

(a-+3)(z+0)4(l—a)(l—73).
L’expression considérée devient

26~-f"‘ ').ly/u‘,u|(2l'—uo)(2l—uv,)tlu ,
u, U(2l—uyyiu—ug)iuy,—u)[(—ol+uwg+ uy)u+ (2l —uy) (2l —uy))

puis, selon les transformations,

(2l —wp) (2l —uwy)+-(—2l+us+uu i+ (—al +ug+u\Hu
(2l —uyyt2l—uy) . 2l(2l —uwy-— )+ uyu,
’ u '
2l
=i Ut
1 L
l_m,—% w,
20
u T2
—_— du w \1 2l
-AO:vuomv[u‘ u y(u——uo)(ul——u)('_‘:l> = Ug Uy
(] . _/‘l-'
i o+ Uy

Y2

Il est évident d’abord, sous cette nouvelle forme, que les deux
derniers facteurs de 1'¢élément d’intégration sont tous deux supé-

(') Cf. ApPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 1, 3¢ édition, 1gog, p. 513.
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ricurs a 'unité: car w,. ny cl, selon une propriété classique,
Dl —ttyg— 1] =— X—Ffﬂ)

sont positifs. Par suite I'angle 20 est supérieur a I'expression

R i du
\ Moty Tt TITI T TmITLIIT T Y
g wcue— o —
qui, pav le changement de variables
I 1
o= - Uy = ~» Hy= —,

devient
/ v oy _
\ ! ‘_-—_-_v \'V,W\ 1 Cu - (3] h

D on 'inégaline
oy o,

¢t la démonsiration ainsi obtenue n'est pas sensiblement plus
longue que telle autre démonstration de la méme inégalite.
Exprimons maintenant la différence 20 — . On voil qu'en
foncton de « les deux derniers fucteurs de ’élément d’intégration
ligurant dans Pexpression considérée de 20 admettent respective-

ment comme points singulicrs les deux points « == a2/ el
/ Uyt
//._i
nw=s/l1 1+ ).
"y g U,
—

Cette seconde (uantilé est positive comme 2 [ el supérieurc a2 /.
Donc les deux factenrs et lear produit sont développables en séries
entiéres en v convergentes dans le cercle w, =2l

Par intéegration la différence 20 — = sera d’abord le produit du
facteur \""LZ;E.‘ par une série entiére en les variables w, ct wy,
dont les coeflicients contiennent des puissances de I'expression

1
Hott,
Uy 1,
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Mais cette expression est elle-méme développable en sévie
entiére en 1, et 1y~ u, si ces deux quantités sont assez petites.
Anu total la différence 20 — = est le produit du facteur | o tty par
i somme une série entiére, dailleurs symétrique, en les deux
variables «, el wy; soit, si I'on réduit cette série au lerme constant
ct aux termes de degrés 1 et 2,

20 = = o

. —— 5 2502 2
g‘-_\,,",,l["_’ Vol 35(ug +ui)=+ )u,,u..”J'
7

i 16 / 236 /1*

Sil'on met ¢n évidence, au lieu des cotes w, et u,, les rayons &
et a des paralléles inférieur et supéricur, sclon les relations

e gyl — . ar= ol — .
0 ) 1

on ohtient encore

i Srab | gt b2 )
0 = = 4 ¥ l|+ FVE —&—

na et 2b seront les axes de lellipse (ui par approximation sem-
blera tourner dans le plan horizontal.

Par suite, dans I'expérience de Foucault, la vilesse angulaire de
I'cffet pendule sphérique résulte sensiblement du second terme de
la derniére expression de 20, terme calculé déja (') par Resal,
et, en fonction de la vitesse w de révolution sur lellipse, comme
la dilférence 20 — 7 correspond a une demi-révolution, a pour
valeur

3wah .
8 {:

Le rapport de cette vitesse a la vitesse », du mouvement rétro-
grade di a la force centrifuge composée est

™ Jab a 3ab Jeaz

m; WL R TORI

. 0} ) . - a . ) N
puisque le rapport o, est égal au rapport des axes de lellipse.

En définitive le rapport des deux vitesses angulaires est inférieur
8

1000

(') Traité de Mécanique génerale, t. |, 1873, p..187.

‘
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Plus généralement, et par exemple dans les expériences faites
avec les pendules {'un métre de longueur, ou I'on est amené néces-

sairement a donner au rapport fi’ des valeurs plus grandes. l'effet
pendule sphérique, en raison de la présence du facteur \/uou,,
reste trés petit, quand la quantité u, est extrémement petite,
méme si la quantité u, est finie : c’est-a-dire pourvu que le pen-
dule passe a chaque oscillation tout prés de la verticale du point
de suspension, méme si aux extrémités des oscillations il s’¢carte
d’un angle fini de cctte verticale. En d’autres termes la diffé-
rence 20 — 7, considérée en fonction de u,, est nulle pour v, = o,
et fonction continue pour cette valeur.

I.e méme calcul s’applique au dé\'eloppémem de l'intevvalle de
temps correspondant & Pangle ©, en une série double'en u, et «,.

ou en a et b, dont le terme constant est nécessairement —)\/

et qui pour w, =o se raméne a la séric classique du pendule
circulaire.



