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SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TROISIEME ORDRE;

Psix M. D. V. JonEesco.

M. P. Humbert (') a attiré attention sur I'équation aux dérivées
partielles du troisiéme ordre
g2\ B3l U . U

(1) : ABIJ-F*W *ﬁ._“‘mﬁ:“?

(qui généralise, a certains points de vue, I'équation de Laplace

. g2\ Jrv
(2) e + d—'; = o.

Jai établi encore un rapprochement entre l'équation (1) et
I'équation (2), en démontrant un théoréme pour l'équation (1)
analogue au théoréme de Lord Kelvin pour I'équation de Laplace.

Ce théoréme est le suivant :

SiU(z, v, 5) est une intégrale de U'équation (1), en posant

p= )3+ 3 _3rys,
lu fonction

Ui, 9. 3)+ L ('r-——"’:y .1‘-—:.1," z-—.:;r)
r r r

est encore une intégrale de U'équation (1).
l.a démonstration de ce théoréme mettra en évidence plusieurs
intégrales élémentaires de I'équation (1).

1. Soient £, 7, { trois fonctions de z, y, 5 et posons

Cr= Ugm, 0.

'y P. HCMBERT, Sur une géneralisation de l'équation de Laplace (Journal
de Math. pures et appliquées, 1929, p. 143).
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Calculons A; U, ; on trouve sans difficulté
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2. Posons

(10) £E=
ot

(1) vp=f=-+-y4+=ﬂ‘-3.cyg
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Remarquons les identités

(12) zE4+yn+ 3 =1
el encore

) X ) 3
1) Pl == = ==
( W=z 7 43 ! —En 7

En dérivant £, n, ¢ par rapport a z, ) eL 3 nous avons

o 27, o7 z . Jd
e wosw ge—Zosm Feo—Loay
, )% 5 , dn 2) . ¢ x .

4 ,-’—’- = — —3E L= = = — 372 L = — — 30
Kll) ! l).V ) ‘Erly l)‘}’ P s ()_}’ P \an
JF . Jn roo dJg 23
g __ Y _ger an Ty, % _ %% _ 3y
Ldz o p s Jz P s Jdz  p 3t

Tenant compte des relaticns (13), nous pouvons encore écrire

Ly m oy . s
i o.z“_];_"T'C? 7&;~—-1-'—1Cn dzf—_—l“)—3ET|-

Il résulte encore des égaliiés (14) que
g on U5 on

\ oxr Jdr  Jdy 9z

(15

IT 9k _ JC &K
" dr dr dy dr

et d’autres relaiions analogues. -
-Si nous dérivons les formules (14) nous avons

F A
el
e
Il résulte que
16) e R L GER ) B
on trouve aussi
s e 2E 0

16"
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3. Remarquons que d’aprés les relations (16) nous avons

Dl:D1= Da:O

et aussi
[, = Es= E; = o.

De méme en utilisant les formules (14), nous avons

> VIR NIw
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c’est-a-dire

Nous savons que

1

3 log{(z + a) +y*+ 23 —3(x + a) yz]

est une intégrale de 1’équation (1). En dérivant par rapport & a et
cn faisant ensuite @ = 0, nous obtenons une nouvelle intégrale de

I'équation (1) qui est précisément §. Donc
Fi=Fy=F;=o0.
En tenant compte des formules (14) on a

Ai=A,=A;=H
= ()= o) = (o)

ra(5eo) (3 30) (5o,

ou

Enfin tenant compte des formules (15) et (14), nous avons

= % 'E‘E_'?B'E]_,_QE["_""_‘_"_'\%]
'™ oz |drdx dz dy dy |dy dy dz dz
% ["_'- 1’5_"_""_’4]
9z | dz Jz  dy dx g
c’est-a-dire
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11 résulte alors que I'équation (3 ) se réduit a

A= (()_"E*I)'l: g5 L kU >:T “A;l,

NS - i - J’;’ dr, d%
ce qui prouve que U (z, ¥, 3) esL aussi une intégrale de Iéqua-

tion (1). Le théoréme est donc démontré.

4. Solent f et g deux fonctions de z, y et z. On démontre sans

peine (ue

A7 A fey A fAvg g A

N d[of dx  af dx” J [df dg ~ of dg’
*,ﬁ[warﬂnﬁ]*ﬁ[wﬁf“suj
o V[ 9k _of ax )
Jz | d3 dz ar dy S

Remplagons dans cette formule f par v, et g par . Si nous tenons
compte que 7 et ¢ sont des intégrales de ’équation (1), et aussi des

relations (15) nous aurons
A3(n2) = o.

ce qui prouve que vg, %, v sont des intégralesde’équation (1).
De méme si nous faisons dans la formule précédente

- k.

=~

nous aurons

B o (05 g g )
S5 — 2t A 23 S (S Yy S
Aa(F) =2t i3 | dr dz) dy dz | \
NI X <d=s- P2 0t (0t ot )
=2%A.z- d —_——— — P
T *_’0(1)‘1- )t :)y:):) dy \dy* Jrds

95 (9%t 3
+ Jz <dz‘-’ T ox d_)'>g.

Mais A;Z = o, et d’aprés les relations (16) la parenthése est

nulle, donc
Az(5) = o.

ce qui prouve que g2, n*, 3? sont des intégrales de Uéquation (1).

Si nous tenons compte .aussi des relations (13), nous déduisons
que =, £, 2 sont des intégrales de U'équation (1).

Faisons maintenant dans la formule (17)

J=g g =



nous aurons

N W7 B B S /
“”“-'"""’5'3“"’*"A'"*»')*.’) ; [“(o.,- gr " ayaz)| Vv

Il résulte d’aprés les formules (15) que
A 2= o,

2202g, L22, D2 sont des intégrales

ce (ui prouve que %7, 327, v
de Uéquation (1).
Remplagons dans la formule (17) fpar Z2 et g park. Nous aurons
AE) = E Ay (82) + 82 Aa%
(0 [70E\t 50t )
+ S(Jl ? 23 [(()l) - Jy ();.] § + )

cest-a-dire
oy o [PV (Y (BN % Y )
Aad )ﬂb[<dt) - (J;) + <J£) Y or dy dz] =64
Mais nous avons démontré plus haut que
=l (T a3t — (Y sV — (2 3enY
i = (5 ) = (2w (5w
Y Y R : 3z
' ‘<P ‘ ““) (p ":> (p"‘j’v')'

Si nous faisons les calculs, on trouve

I 9

He— — — (=)l + O =) S 4 (32 —ay) fn |
/I' I" .
27 ) N .
— /:' [0y 54 35202 — el (0 4 vy =+ 30)]

o7 (B ) + LBt — B + B (B

Si nous tenons compte des formules (12) et (13), on déduit

immédiatement que
H=— —.
P
Donc
’ PR I
A(B) = M) = M(8) = —'F

On démontre de la méme maniére que

. 1
A (Enl) = !7,



